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Résumé

Dans ce mémoire, on s'intéresse aux convolutions de fonctions arithmétiques, D’abord
on rappelle les grandes notions de base : fonctions additives et fonctions multiplicatives,
convolution de Dirichlet, convolutions arithmétiques régulieres et fonctions génératrices.
Ensuite, on étudie différents opérateurs de moyenne sur certains ensembles de diviseurs
et leurs inverses. Aussi, on porte son attention & 1'étude des valeurs moyennes de cer-
taines fonctions en améliorant de fagon significative leur terme d'erreur O(Eé'i) en un
terme O(Eg—ml:r;) pour un entier positif m arbitraire. Finalement, on analyse quelques
caractérisations de fonctions arithmétiques basées sur diverses convolutions.
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Chapitre 1

Introduction

Ce chapitre est une synthese des principales notions de théorie des nombres qui se-
ront utilisées tout au long de ce mémoire. On y traite, en autre, des fonctions arithmétiques
et, de leurs propriétés, de la convolution de Dirichlet, des convolutions généralisées, des
fonctions génératrices qui seront utilisées plus particulierement dans le chapitre 2, de
I'intégrale de Stieltjes et de quelques autres définitions importantes pour le chapitre
3. Il faut noter que quelques petits résultats seront énoncés, certains d’entre eux avec
démonstration et d’autres sans preuve, et cela dans le but d'alléger le contenu du pre-
mier chapitre.

1.1 Les fonctions arithmétiques

Les fonctions arithmétiques jouent un role fondamental en théorie des nombres.
En effet, 'étude de celles-ci nous révele de trés intéressantes propriétés des nombres
naturels. A cet effet, le livre de Apostol [1] se veut un excellent ouvrage de référence.
Nous désignerons respectivement par N, Z, R et C les ensembles des nombres entiers
positifs, de tous les nombres entiers, des nombres réels et des nombres complexes.

Définition 1.1.1. Une fonction arithmétique est une application de N dans C.

Les principales fonctions arithmétiques utilisées pour 1'étude des convolutions sont
les suivantes :

i) ¢(n) : la fonction d’Euler qui donne le nombre d’entiers positifs m < n tels que
pged(m,n) = 1;
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ii) 7(n) : le nombre de diviseurs de n;

iii) o(n) : la somme des diviseurs de n;

iv) w(n) : le nombre de facteurs premiers distincts de n;

v) v(n) : la fonction noyau définie par (1) = 1 et pour n > 2 par

vy =]]»;

pin

vi) p(n) : la fonction de Meebius définie par

(n) 0 si n est divisible par un carré parfait,
n =
a (—=1)“(  autrement ;

vii) Q(n) @ la fonction définie par

Q(n):Zoz;

pelin

viil) B(n) : le produit des exposants défini par

Bn) =[] e;

peIn

ix) I(n) = n, pour tout n > 1;

On désignera par F l'ensemble des fonctions arithmétiques. Les fonctions décrites en
i), 9), i), v), vi), viii) et i) sont faciles & évaluer puisqu'elles sont multiplicatives.
Nous n'effectuerons pas la démonstration du théoréme suivant. Nous pouvons toutefois
la retrouver dans le livre de De Koninck et Mercier [3] (voir p. 68-75).

Théoréme 1.1.2. Soit n = ¢{*¢3* -+ - g2 oll q1,..., g, sont des premiers distincts. Alors

"(n) = (a+1(@m+1)- (o +1)

T

g(n) = J[(a" —a*),

i=1
r ai+1
4, -1

i @1

Deux caractéristiques fondamentales traitées ici sont les notions de fonction multi-
plicative et de fonction additive. Ces notions seront capitales dans notre étude sur les
convolutions de fonetions arithmétiques,
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Définition 1.1.3. On dit qu'une fonction arithmétique f est multiplicative si f(1) = 1
et f(mn) = f(m)f(n) lorsque m et n sont relativement premiers, ¢'est-a-dire pged(m, n) =
(m,n) = 1. Si la relation tient pour tout m, n alors on dit que la fonction est complétement
maultiplicative. De plus, si f est une fonction multiplicative telle que f(p®) = f(p) pour
tout premier p, on dit alors que f est une fonction fortement multiplicative. On désigne
respectivement par M et CM 'ensemble des fonctions multiplicatives et l'ensemble des
fonctions complétement multiplicatives et par FM l'ensemble des fonctions fortement
multiplicatives., Bien siir, CM C M.

11 est facile de constater que les fonctions définies en i) i), 14t), vi), viii) et iz)
sont multiplicatives et que les fonctions introduites en iz) et z) sont complétement
multiplicatives. Maintenant, introduisons la notion de fonction additive.

Définition 1.1.4. On dit qu’une fonction arithmétique f est additive si f(1) = 0 et
f(mn) = f(m) + f(n) lorsque m et n sont relativement premiers, c'est-d-dire (m,n) =
1. Si la relation tient pour tout m,n, alors on dit que la fonction est complétement
additive. De plus, si f(p®*) = f(p) pour tout premier, on dit alors que f est fortement
additive. On désigne respectivement par A4, CA et F A ’ensemble des fonctions additives,
complétement additives et fortement additives,

Les fonctions définies en 4v) et vii) de méme que la fonction log sont additives. Dans
notre étude sur les convolutions de fonctions arithmétiques, nous nous intéresserons
aux sommes de telles fonctions sur différents ensembles de diviseurs. Nous allons donc
énoncer un premier théoreme.

Théoréme 1.1.5. Soit f et g € M, Si
n
Fmy=Y 1@ (5),

din
alors F € M.

Démonstration. Soit (m,n) = 1. Alors djmn & d = did, ol di|m, da|n et (dy,ds) = 1.
C’est pourquoi

F(mn) = > (@) ()

dlmn
- O Y st ()
dilm dajn T
m n
= > Y fldy)flda)g (5_1) g (Z)

dilm dz|n
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= Y stae () X rens ()

di|lm da|n
= F(m)F(n).

0

Corollaire 1.1.6. Soit f une fonction multiplicative. Alors la fonction F' définie par

F(n) =Y f(d)

din

est également multiplicative.

Terminons cette section en mentionnant, sans toutefois en donner la démonstration
que l'on peut retrouver dans le livre de De Koninck et Mercier (3] (voir p. 79), un
théoréme d'inversion trés important dit & Maebius.

Théoréme 1.1.7. (Théoréme d’inversion). Pour tout entier positif n,

F(n) =" f(d) & f(n) = Y u(dF (3)

din dln

1.2 La convolution de Dirichlet

Il y a beaucoup d'opérations binaires définies sur ’ensemble des fonctions arithmé-
tiques. D’abord la somme et le produit de deux fonctions arithmétiques, disons f et g,
sont définies de la maniére habituelle :

(f+9)(n) = f(n)+g(n) pour tout n,
(fg)(n) = f(n)g(n) pour tout n.

Notons que ’addition et la multiplication de fonctions arithmétiques possedent les pro-
priétés de commutativité, d'associativité et de distributivité. Maintenant nous allons
définir la convolution de Dirichlet.

Définition 1.2.1. La convolution de Dirichlet de f et g, notée f g, est définie comme
suit :

(Fxg)m) =Y fg (Z)-

djn
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La convolution de Dirichlet respecte elle aussi les propriétés de commutativité, de

distributivité et d’associativité, En effet, la proposition suivante est facilement démon-
trable.

Proposition 1.2.2. Si f, g et h sont des fonctions arithmétiques, alors
i) frg=gxf;
i) (f xg) *h = fx(gxh);

i) fx(g+h)=f*xg+ fxh

Aussi, on peut facilement vérifier que ’ensemble des fonctions arithmétiques muni
de 'addition et de la convolution de Dirichlet forme un anneau commutatif. De plus, cet
anneau posséde un élément neutre pour la convolution. En effet, la fonction E définie
par

E(n)={1 sin=1,
0 autrement .

est 1'élément neutre pour cet anneau.

Définition 1.2.3. Soit f une fonction arithmétique. On dira que la fonction arithmétique
g est l'inverse de f si f x g = g f = E. Cet inverse sera noté f~*. Il est important de
mentionner que si f posséde un inverse, il est unique.

On peut se poser la question suivante.
Question : Est-ce que toutes les fonctions arithmétiques ont un élément inverse ?

Nous allons maintenant énoncer un critére pour répondre & cette question.

Proposition 1.2.4. Une fonction arithmétique a un élément inverse si et seulement si

f(1) #0.

Démonstration. (=) Supposons que f posséde un inverse. Alors

1=E(1)=(f=fHQ) =),
et c’est pourquoi f(1) # 0.

(<=) Supposons maintenant que f(1) # 0, et en définissant de maniere inductive la
fonction g par
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g(n) = ——}%gﬂd}g (%) pour tout n > 1,

alors f % g = E, et par la proposition 1.2.2, g est 'inverse de f. O

Examinons maintenant la propriété de multiplicativité des fonctions inverses. En
effet, il est important de se demander si l'inverse d'une fonction arithmétique mul-
tiplicative est lui-méme multiplicatif puisque nous savons déja par le théoréme 1.1.5
que la convolution de Dirichlet de deux fonctions dans M est aussi dans M. Nous ne

démontrerons pas le théoréme mais la démonstration se retrouve dans le livre de P.J.
McCarthy (2] (voir p. 8-9).

Proposition 1.2.5. Si f € M, alors f~* € M.

Finalement, la convolution de Dirichlet nous fournit une caractérisation des fonctions
complétement multiplicatives qui nous sera utile au chapitre 3. Notons d’abord.qu’une
fonction f € CM si et seulement si f~! = uf, La démonstraton de ce résultat est donnée
dans le livre de P.J. McCarthy (2] (voir p. 16-17).

Proposition 1.2.6. Une fonction multiplicative f est complétement multiplicative si
et seulement si

Flg*h) = fgx fh

pour toutes fonctions arithmétiques g et h.

Démonstration. (=) Si f est complétement multiplicative alors, quelles que soient les
fonctions g et h, pour tout n,

(FloxM)m) = f(n) > g(dh
)»(3)

=
al3

dln

= Y r@sar (

din

= (fg* fh)(n).

(«=) Supposons que l'équation tienne pour g =1 et pour h = p. On a alors

ol 3

E=fE=f(Ixp)=fI*fu=f*pf,

et c'est pourquoi f~ = pf, ce qui implique que f est complétement multiplicative. O
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1.3 Principes de convolution généralisée

La convolution de Dirichlet est une notion qui peut étre généralisée pour traiter
les différents ensembles de diviseurs d'un entier sur lesquels portent 1'étude. La convo-
lution généralisée porte le nom de K-convolution. Ainsi, nous pouvons grace & la K-
convolution étudier le comportement d'une quantité de fonctions arithmétiques sur
divers ensembles de diviseurs. Le livre de McCarthy (2] traite de ces principes d'une
facon tres claire.

Définition 1.3.1. Soit K une fonction & valeurs complexes définie sur l'ensemble des
diviseurs d'un entier n. Si f et g sont deux fonctions arithmétiques, alors leur K-
convolution est définie par

(f % 9)(n) = g K (n,d) £(d)g(5) pour tout ,

et elle doit satisfaire les quatres propriétés suivantes :

(1) K(n,n) = K(n,1) =1 pour tout n.

(2) K(mn,de) = K(m,d)K(n,e) pour tout m,n,d et e tels que d|m, e|n et (m,n) = 1.
(3) K(n,d)K(d,e) = K(n,e)K(2,%) pour tout n,d et e tels que d|n et e|d.

(4) K(n,d) = K(n,%) pour tout n et d tels que d|n.

Remarque 1. On pourrait démontrer que les propriétés (1) — (4) nous assurent que
nous sommes en présence d'une convolution commutative et associative. De plus, la
propriété (2) nous indique que si nous effectuons la K-convolution de deux fonctions
multiplicatives, alors la K-convolution sera elle aussi multiplicative, tandis que (1)
nous assure que 'ensemble sur lequel la K-convolution portera contiendra au moins les
diviseurs unitaires.

Pour une démonstration de ce théoréme, voir P.J. McCarthy [2] (p. 149-154)

Définition 1.3.2. On appelle diviseur unitaire, un diviseur d de n tel que (d, §) = 1.
Pour signifier que d est un diviseur unitaire de n, on écrira d||n.

Définition 1.3.3. Une K-convolution arithmétique est dite réguliére si elle satisfait les
conditions suivantes :

(i) les conditions (1) — (4) sont valables pour la fonction K,

- (ii) K(n,d) =0o0ul pour tout n ot d telle gue din.
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(iii) Si pgx = I alors px(p®) = 0 ou 1 pour tout p premier et tout & > 0. On la
notera par A.

Attardons-nous maintenant aux propriétés des inverses de fonctions multiplicatives
ainsi qu'a I'élément neutre pour une K-convolution. D’abord, 1’élément neutre pour
toutes les K-convolutions respectant les conditions (1) — (4) est la fonction £(n) définie
par

_J1 sin=1,
B = {0 autrement .
Ainsi, 'ensemble des fonctions arithmétiques muni de I'addition et de la K-convolution
respectant (1) — (4) et de cette fonction £ est un anneau commutatif. L'inverse g d’une
fonction arithmétique f dans cet anneau doit satisfaire & la condition suivante :

L= (f*r g)(1) = (g *x £)(1) = KL, DFQO) ) = fFOFH) =L
done f(1) # 0. On définit f~! récursivement par :

et

i) = =) K(n,d)f(d)f (g) pour tout n > 1.
din

d>1

Proposition 1.3.4. Soit f une fonction arithmétique multiplicative telle que f(1) # 0.
Alors {1 est multiplicative.

On remarque facilement que les propriétés de la K-convolution sont pratiquement les
‘mémes que celle du produit de Dirichlet lorsque celle-ci respecte les conditions (1) — (4).
1l est important de mentionner le fait que si nous sommes en présence d'une convolution
arithmétique réguliere A, alors on a ceci :

UCACD

olt U est la convolution de Diriclﬂet seulement sur les diviseurs unitaires et D est la
convolution de Dirichlet.

1.4 Les fonctions génératrices

L’étude des fonctions arithmétiques multiplicatives et complétement multiplicatives
peut, en général, se faire plus aisément par Panalyse des séries de Dirichlet qui leur
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sont associées. Ainsi, étant donné une fonction arithmétique f, sa série de Dirichlet

correspondante est :
— f(n)
Z n? 1

n=1
oll s est une variable complexe. Notons que dans le présent ouvrage, on se limitera au
cas ol s est réel,

Chaque série de Dirichlet posséde une représentation unique pour chaque fonction
arithmétique. Avant d’énoncer le théoréme de représentation, nous allons définir ce
qu'est une abscisse de convergence absolue fini a,.

Définition 1.4.1. Soit F(s) = 3>, i}}l une série de Dirichlet. L'abscisse de conver-
gence absolue a, est définie comme étant le plus petit nombre réel a, tel que si s > a,

alors Y o2 | |LT(§2\ converge. Dans ce cas, on dit que F(s) posséde une abscisse de conver-
gence absolue finie, notamment .

Théoréme 1.4.2. Soient F(s) = Y oo %@2 et G(s) = > o0y g%l deuz séries de Di-
richlet ayant la méme abscisse de convergence absolue a,. Supposons qu'il existe une
suite divergente 8) < 8 < ... < 8 < ... telle que F(sy) = G(sx) pour chague k € N.
Alors f(n) = g(n) pour chaque entier positif n.

Démonstration. Posons h(n) = f(n) — g(n) et H(s) = F(s) — G(s). Montrons que
h = 0. Pour ce faire, on procede par contradiction en supposant qu’il existe n € N tel

que h(n) # 0. Soit alors N le plus petit entier positif tel que H(N) # 0. On aura alors,
pour 8 > oy,

H(s) = i ) _
n=1

7

De cette relation on déduit que

W) = NoE(s) - N S )
(v =N - N Y
n=N+1
Puisque H(s) = 0, il en résulte que
o0
: h(n)
h(N) = —N™ Z nok
n=N+1

Soit ¢ > a,. Choisissons k suffisamment grand pour que sx > c. Alors

| AN | < N i LA | _ e i | h(n) |

e ~ pffs 0
=N ¢l n=N-+1
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N L h(n) |

- (N+1)sk—c n=ZN.|.1 ne
_ [N\ o = |h(m)|
() 0 3

Or, pour N fixe, (55)" — 0 lorsque k — oo, alors que les expressions (N + 1)° et

N J%@l demeurent bornées. Cela veut dire que A(N) = 0, ce qui contredit le choix
minimal de N. 0

Les fonctions génératrices permettent parfois de représenter des séries de Dirichlet
sous forme de produit infini. En effet, lorsque f est multiplicative ou complétement
multiplicative, nous pouvons les représenter trés facilement. Nous n'effectuerons pas le
démonstration du théoréme suivant que l'on pourra retrouver dans le livre De Koninck
et Mercier (3] (voir p. 190-191).

Théoréme 1.4.3. Soit [ une fonction arithmétique multiplicative pour laquelle c, est
fini. Alors, i s > ay,

if(”)=n(1+@+%§?+---)
n=1 P

Si [ est complétement multiplicative, alors pour s > g,

>« -8

n=1
Théordme 1.4.4. Soient F(s) = 32 L2 ot G(s) = ¥2° | 4% deus séries de Di-
richlet dont les abscisses de convergence absolue sont respectivement aq(f) et au(g).
Alors si 8 > maz(a.(f), aa(g)), on a

F(s)G(s) f:h(n ,

g
n=1 n

ot h=fx%g.

Démonstration. La démonstration provient du livre De Koninck et Mercier [3]. Puisque
s > max{a.(f), as(g)}, on peut réarranger les termes. On écrit alors




Chapitre 1. Introduction 11

_ e f(m)g(n)
nglnzﬂ (mn)*

_ i mn=r £ (M)g(n)
= h(r

= ?:;_T;_.

ol h{r Zf Ja(n) = (f * g)(r).

mn=r

O

Voyons deux exemples de fonctions génératrices trés fréquents, mais auparavant re-
gardons un dernier théoréme sur les fonctions génératrices qui effectue un lien intéressant
avec le produit de Dirichlet de fonctions multiplicatives.

Exemple 1. 1
= 1 1\~
_;E—E[(l—p'—s') y (S>1).
Exemple 2.
_ ) _ 1-5 ) _¢s=1)
o= _1;[(1_::'_14) O

1.5 Intégrale de Stieltjes et autres définitions

Dans le chapifre 3, nous allons étudier le terme d’erreur apparaissant dans cer-
taines relations. Puisque ces relations comportent des sommes finies, nous devons définir
I'intégrale de Stieltjes. De plus, nous devons également définir les fonctions 7(z) et
Li(z), la partie fractionnaire et la partie entiére d'un nombre réel, le coefficient bino-
mial ainsi que la notation o(...),0(...) de Landau.

Il s’avére que certaines sommes finies sont plus faciles & évaluer si on les écrit comme
des intégrales de Stieltjes. Ainsi, l'intégrale de Stieltjes I de la fonction f sur 'intervalle
[a,b] par rapport & la fonction g est notée par

b b
I-‘/ Sfdg "/ fdy(e).
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Ainsi, si l'on cherche & estimer 'expression

> f(a),

aga
aEA

olt A C N, f est une fonction continue sur l'intervalle [1,z] et A(z) désigne la fonction
de compte de l'ensemble A, i.e.,

Alz)=#{aLz:a€ A},

alors il est facile de voir que

T

_fBdA®) = 3 f(n).

n<ao
neA

Définition 1.5.1. On définit la fonction 7(z) de la fagon suivante :
m(z) = #{p < z : p est premier}.
Définition 1.5.2. On appelle Li(z) la fonction suivante :
T odt
Li(z) = | —.
Z(m) 2 IOgt

Définition 1.5.3. On écrit [z] pour désigner la fonction plus grand entier inférieur
ou €gal & x. On écrit aussi {z} pour signifier la partie fractionnaire de x c'est-a-dire
{z} =z —[a].

Définition 1.5.4. Soit n et k deux entiers positifs avec k < n. On écrit (}) pour
désigner le coefficient binomial défini par

(&) = &=

Finalement, voyons ce qu’est la notation of(...), O(...) de Landau qui sera présente
tout au long du chapitre 3.

Définition 1.5.5. Soient f et g deux fonctions définies sur [a, +oo[ (ol @ > 0), on dit
que f(z) = O(g(z)) ¢'il existe deux constantes M > 0 et z telles que | f(z) | < Mg(z)
pour tout & > xo. On écrit aussi parfois f(z) < g(z).

Définition 1.5.6. Soient f et g deux fonctions définies sur [a,+oo[ (olt @ > 0), on dit
que f(z) = o(g(z)) si, pour chaque € > 0, il existe une constante zo = zo(e) telle que
| f(z) | < eg(z) pour tout z > xo.

Définition 1.5.7. Etant donné deux fonctions f et g définies sur [a, 00) (ot @ > 0),
on écrit f(z) ~ g(z) pour signifier que



Chapitre 2

Opérateurs basés sur différents
ensembles de diviseurs

Ce chapitre est consacré a I’étude d’opérateurs H : F — F, ot F est ’ensemble des
fonctions arithmétiques, et plus particuliérement ceux basés sur des ensembles de divi-
seurs. Dans la premiére section, nous examinerons les propriétés des opérateurs étudiés
par De Koninck et Grah [4]. La seconde section sera consacrée & 'étude des opérateurs
inverses de la premiére section. Enfin, dans la troisigme section, nous étudierons deux
nouveaux opérateurs.

2.1 Opérateurs de moyenne 7T, TetT

L’étude des expressions de la forme

Yor@, > f@, D f)

din d|n
d libre de cnrréy (d,G)=1

,

f est une fonction arithmétique, s’aveére intimement liée & celle des fonctions arithmétiques
f et f, associées & la fonction arithmétique f et définies par

Fn) = ;-(]jl—)%f(d),

o) = o O S,

d|n
d libre de carrés

ou
f
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i) = 5w 2 f@)

dln
(d, G)=1

On remarque que les fonctions f, _)? et _)?représentent respectivement la moyenne
de la fonction f sur certains sous-ensembles de I'ensemble des diviseurs de l'entier n.
Ainsi, f est la moyenne des valeurs de f sur les diviseurs de n, fest la moyenne sur les
diviseurs libres de carrés et fest celle sur les diviseurs unitaires. Dans un premier temps,
nous mentionnerons quelques propriétés arithmétiques des fonctions f, fet f Ensuite,
nous donnerons quelques exemples concrets de f, f et florsque f = o7, ©,0u,8,8.
Notons que o est la fonction désignant la somme des puissances k-iemes des diviseurs
de 'entier n, J est la fonction désignant le produit des exposants dans la factorisation
en premiers d'un entier n et { est la fonction désignant la somme des exposants dans
la factorisation d'un entier 7.

Définition 2.1.1. On définit sur F les opérateurs T, T et T par

T(f) = T,
T = 7
T(f) = f.

Théoréme 2.1.2. L’opérateur T établit une bijection de F sur F. Il en est de méme
pour l'opérateur T

Démonstration. Pour chaque f € F,

T(f)=f = -11?(1 % f) si et seulement si f = p*7f
et _ _ 1 _
fi=f= 2—w(1 x, f) si et seulement si f = (=1} %, 2"f
ol *, désigne la convolution unitaire. O
Exemples

(8) An) = A(n)r(n?),
(B) E(n) =T(n) = f(n).

Il est trés intéressant de constater que les opérateurs 7, TetT préservent la multipli-
cativité et 'additivité.
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Théoréme 2.1.3. Soit f € A (respectivement f € M ). Alors les fonctions [, fetf
appartiennent toutes ¢ A (respectivement ¢ M ).

Démonstration. Si f est dans M, la démonstration est trés simple. Nous n’établirons
la preuve que pour f avec f € A, étant donné que les démonstrations des autres cas
sont presque identiques.

Soit f € A et m,n deux entiers positifs tels que (m,n) = 1. Alors

Fmn) =
= s Zlf (dida),
- m;ﬂ;mdl)w(dzn,
i
= W;m );f (da),
4 A
_ m)m Zfdl %H d%ﬂfdzdzﬂ?
= f(n)+ f( )-

O

Il est important de noter que la recsproque du theoreme précédent est valable pour
f et f , alors qu’elle est fausse pour f en effet, f € A n'implique pas f € A. Par
exemple, considérons la fonction suivante :

fm) = 28n) s p?|n pour un certain nombre premier p,
w(n) autrement .

Alors f n'est pas dans A puisque par exemple f(22.3%) =24 = 16 # f(2%) + f(3%) =
92 + 92 = 8. Par contre, on & que f = &(n) = “1(222 €A

Voyons maintenant, sous forme de théoréme, quelques caractéristiques de f, f et F
lorsque f est additive, complétement additive, fortement additive, multiplicative, com-
pletement multiplicative et fortement multiplicative. On pourra trouver les démonstra-
tions de ces théorémes dans [4].
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Théoréme 2.1.4. Si f € A, alors

T = 3 == 3 5™,

Théoreéme 2.1.6. Si f € FA, alors

T = ¥ =250 = i) - ¥ =)
pelin p°|In

Théoréme 2.1.7. 51 f € M, alors

Fn) = ;@Huﬂtzfcpmn

P*||n

fn) = s [T+ £),
pn

F) = s TLO+ £6%).
P*|ln
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On voit facilement que T préserve le caractére complétement additif tandis que 7
envoie les ensembles A et M sur les ensembles F A4 et F M respectivement. Cela signifie
que si f est une fonction additive (respectivement multiplicative), alors la fonction Fsera
fortement additive (respectivement fortement multiplicative). De plus, T préserve les
caractéres totalement additif, fortement additif et fortement multiplicatif des fonctions
arithmétiques qui ont ces propriétés avec la particularité que T =T sur FA et sur

FM.

Le résultat suivant précise que si f € M alors f(y(n)) est le quotient de deux
fonctions chacune d’elles étant une moyenne sur les diviseurs libres de carrés.

Théoréme 2.1.10. Soit f € M telle que f(n) # 0 pour tout entier positif n et posons
g = 3. Alors
f(n) = f(v(n))g(n),

alors que pour f, on a la relation

Démonstration. En posant g = %, on obtient

Fm) = ooy [T+ £0))

pln

f(v(n))

= S E(l + }—-)-),

= L0 5~ aa)g(a)

din

= f(v(n))g(n).

Exemple

-~

Posons f(n) = ﬂ}). Alors g(n) = ¢’?n) et f(n) = ﬂ%lg(n). Puisque f(n) = 5‘5—(;—) € FM,

o~

on a également f(n) = f(n)g(n).

Nous présentons un dernier théoréme relatif & la composition des opérateurs pour
diverses fonctions arithmétiques.
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Théoréme 2.1.11. Soit g € AU M et désignons par o lopemteur de composition
habituelle des fonctions. Alors

(T oT)(g) = (T o T)(g),

c’est-d-dire § = 7.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat dans le cas olt g € M. Pour ce qui est
du cas g € A, il se traite de maniére semblable et utilise le fait que les opérateurs T et
T sont linéaires.

Soit g € M. Alors T(g) =7 € Met T(g) =7 € M avec

(1) D'une part,

p*||n
1 N
- ow(n) pa”n(l"i' _— | n;g(p )
—w(n) o
= QT(n) [Ta+a+3 at™)

(2) D’autre part,

(TeT)9)n) = TIT(In) = T(@)(n)

f£n comparant (1) et (2), le résultat suit. U
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Exemple
Soit f(n) = 2™, Alors F(n) = 2%, et c'est pourquoi
T(n

7(p*) )
T(p®)

Tn) = s [0+

pe||n

K H(1+ 2(a+1))'

°||n

—~

Par ailleurs, f(n) = ($)“™ de sorte que
= 1 3
fn) = =) H(1+§05)
pIn

7(n3y(n))
2w r(n)

Done, d’aprés le théoréme précédent, f(n) = f(n), ce qui nous permet de conclure
que

T(na"f(n)) — H(l + o ).

zwfﬂ)'r(n) p"'“n

Pour compléter cette section, énumérons quelques exemples de f, f et f pour
les fonctions suivantes : 7 (nombre de diviseurs), {2 (somme des exposants dans la
factorisation en premiers d'un entier n), ¢ (fonction d’Euler), o (somme des diviseurs),
B (produit des exposants) et oy (somme des puissances k-iémes des diviseurs).

Exemples

1) Fonction diviseur :

) = 7(ny(n))

¥ quin) !
~y _ T(nv(n))
T = 5ty

Fln) = (%)W(ﬂ)‘

C’est pourquoi, 7(n) = 7(n).
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2) Somme des exposants

Done, € (n) = Q(n).

3) Fonction d'Euler :

4) Somme des diviseurs :

T (n)

a(n)

2
)
S—

5) Produit des exposants dans

B (n)

B(n)
A(n)

am = %Y,
o) = 2,
ﬁ(n) — Q('Y(n))
2
_n
—r(n)’
1 (o] -1
= wm L -7+1),
pe|n
_ v(n)
 9uw(n)
i+1 1
- w110 +Zp
pe|n
1 a+1 +p_2
= ow(n) ( D=1 8
rln
p‘*lin
la factorisation :
— 1 2
m H(Q +CZ+2),
p¥|In
_ 7(n)
= e

!
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6) une généralisation de la fonction o :

L 1 e p(i+1)k: =1
ak(n) = T(H)H(1+Z k— 1 )
p*|in i=1
_ 1 p(a+1)k +p—2
Jk(n) = w(n) p— 1 )l
p*|In
5 1 p* —1
Uk(n) = w(n) 1__[ (1 p—1 )
p®|In

2.2 Opérateurs inverses de T, TetT

Dans la section précédente, nous avons étudié les propriétés ainsi que les différentes
formes que prennent les fonctions arithmétiques sous l'application des operateurs T,
T et T. Cette section sera consacrée & 1'étude des opérateurs inverses de T, T et T
appliqués a diverses fonctions. D’abord, on considérera le cas de la fonction f, ensuite,
celui de f et nous terminerons avec le cas de f Pour ce faire, nous utiliserons les
fonctions génératrices introduites dans le chapitre précédent.

D’abord on considére le cas de la fonction f . Etant donné une fonction g, on veut

trouver la fonction f telle que T “1(9) = f, ce qui revient & chercher la fonction f telle
que

f =g (2.1)

A la lumiére de la définition de f, il est facile de voir que résoudre 'équation (2.1)
revient a trouver la fonction f qui satisfait a

(g7)(n) = (1% f)(n),

]

ce qui revient a écrire
f=pxgr.

Voici quelques exemples d’opérateurs inverses pour g = 7,9 = ¢, 9 = 0, g = (3,
g = ~. Comme chacune de ces fonctions est multiplicative, il est clair que pour connaitre
f, il suffit de trouver sa valeur sur les puissances de nombres premiers. Et c’est ce que

nous faisons dans chacun des cing exemples ci-dessous, Les deux premiers sont davantage
détaillés.
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Exemples

1) g=7= f=puxr’

= f(n) 1 3¢ 3
; ns - ];I( ps)(l + p° + sz + "')
281 32-_2°
= H(1+ ps + an +)

3 5
= H(1+E+E+---)-

De sorte que la fonction multiplicative f est définie implicitement par
f@¥)=2a+1(x=0,1,2,..)

pour tous les premiers p.

2)g=¢=>f=#‘*¢7-l

i% — H(l—%)(1+2(p:-1)+3p(p_l)+)

2
— ; A P pH
2p—1)—-1 B3pp—1)—2(p-1
- Tla+ (p s) ;. Sp(p )gs (p—1)
: P P
D!
ot 1 df gem B,
f(p*) =14 2p~3 sia=1,

P2 p-1)(ap+p—a) a2

3) g =0 = f = pu*xo7 ,on obtient alors
(1 sia=0,

2p —p+3
fe*)=¢ p-1

(a4 1)patt — ap® + 1
\ p—1

sia=1,

22
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4)g=0=f=pxpPr, ona

1 sia=0,
) =41 sia=1,
20 sia> 1.
5)9=v=f=pxyr,ona
1 si =0,
fN=¢ 2p—-1 sia=1,
P o> 2.

Considérons maintenant le cas de la fonction f. Nous voulons donc cette fois résoudre
I’équation :

~

f=g

Résoudre cette équation revient & trouver la fonction f qui satisfait &

(299)(n) = (1 %, f)(n),

ce qui revient & écrire
f=(=1)"%,2.

Notons que *, est la convolution unitaire. Voyons comment évaluer celle-ci.

Etant donné une fonction multiplicative f, nous aurons & évaluer

Ix D= 3 D)
(d.ﬂl’;=1

pour n = p® avec ¢ un entier positif, ce qui nous facilitera la téche car f est multipli-

cative. On a :

e HEN = >, U
(p‘-ra‘i;':'g*)ﬂ
Or, puisque nous sommes en présence d'une convolution unitaire, la sommation est
réduite aux cas i = 0 et 1 = @, et c'est pourquoi nous obtenons finalement que

(L, f)(0%) = f(p™) + J{1) = f(p") + 1.
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Voyons quelques exemples pour certaines fonctions multiplicatives. Encore une fois,
il suffit d’évaluer f sur les puissances de nombres premiers.

Exemples

(A)g=7= f=(=1)¥x, 297
Z (_1)w(;n‘) .gw(p""*).,.(pa—i)

1=0
(plpa—i)=1

= 2a+1.

F(p*) = ((—=1)* %, 2°7)(p)

de sorte que la fonction multiplicative f est définie implicitement par
f@*) =2a+1(a=0,1,2,..).

On a vu dans l’exemple 1) de la section précédente que 7 = 7. Or, on voit facilement

que (T)~Y(7) = (T)~*(r), o nous avons utilisé le fait que les opérateurs T et T sont
bijectifs.

(B) g=¢= f=(=1)"*,2"p,

[0

) = (1 w216 = 3 (F1)M 20 g,
(p* sP‘“:‘P‘ )=1
= 2(pu _ pa-l) -]

On obtient donc

. 1 sia=0,
fp )—{z(pa_pa~1)_1 sia>1,

(C)g=0 = f=(-1)¥x, 240, on a que

o _2(pu+1_1);p+1
f(p*) = - :
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(D) g =8 = f=(=1)“ ¥, 28, on obtient

109={3a_1 ozt

20—1 sia>1.

(Eyg=v= f=(-1)“%,29y,on a

o 1 sia=0,
(%) {Zp—l sia>1.

Flg=0= f=(-1)"*,2"Q,on a

oy JO sia=0,
f(p)_{2a sia>1,

En ce qui a trait au dernier cas, celui ol f = g, soit qu’il n'existe pas de fonction
f telle que f = g ou soit, au contraire, qu'il en existe plus d’une seule. On a vu dans
le théoréme 2.1.3 que les opérateurs T et T sont bijectifs. Ainsi, on a pu établir assez
facilement leurs inverses & 'aide des fonctions génératrices. Or, 'opérateur 7' n'est pas
bijectif. En effet, cet opérateur n’est pas injectif. Posons

ou(n)
gl(n) = n
T(n
om) =
29,(71)
gs{n) = n

Alors, on obtient
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Puisque T n'est pas injectif, cela nous indique que l'opérateur inverse de T posséde plus
d’une solution. Donc, plusieurs fonctions ne possédent pas d’inverse.

De plus, on peut facilement s'apercevoir que dans les deux premiers cas traités (7'
et T'), nous étions en présence de convolutions arithmétiques régulieres, définies & la
section 1.3, comparativement au dernier cas (7') qui n’en était pas une.

2.3 Autres opérateurs de moyennes sur certains en-
sembles de diviseurs

Les deux premieres sections traitaient des opérateurs T,T et T étudiés par De
Koninck et Grah [4]. Dans cette section, nous introduisons deux nouveaux opérateurs de
moyennes. Ensuite, nous examinons l'allure que prennent certaines fonctions arithméti-
ques (additives et multiplicatives) sous 'application de ceux-ci. Pour finir, nous vérifions
si les opérateurs préservent la multiplicativité et 1'additivité et nous nous attarderons,
quelque peu, & 'étude de leurs inverses.

D’abord, on définit deux nouveaux opérateurs de moyenne, soit les opérateurs
H,: F— F et Hy: F — F définis par

H(Hm = — 3 f)
oln

|

w(n)

|

mumo-ﬁ%Ejﬂfm

p%|ln
Examinons, dans un premier temps, l'allure que prennent quelques fonctions arith-
métiques sous 'application de ces deux nouveaux opérateurs.
Exemples
(W) f=7:

Hy(r)(n)

Il
£
5|~
™
g
=
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Hofr)(n) = Q(l >
L

HB)m) = —— 3 8()

H(B)(n) = g~ > A"

Hy(¢)(n) =

H2(¢)(n) = Q(n) Z(pa_pcx—l)l

(D) f

I
2

I

Hi(v)(n)

27
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(E) f=0:
Hy(o)(n) = Zplnf(:)w(n)
1 petl — 1
Hy(o)(n) = Wn)% =
(F) f=w:
Hi(w)(n) = 1.
Hy(w)(n) = —‘5%:—%
(@) f=9:
Hi(Q){n) = 1.
Hy()(n) = 1.

Caractérisons les opérateurs H, et H, en fonction du fait qu'ils préservent ou non
la multiplicativité et 'additivité. En fait, nous verrons qu'ils ne peuvent préserver I'ad-
ditivité alors qu’ils préservent la multiplicativité dans certains cas marginaux.

Théoréme 2.3.1. Soit f une fonction multiplicative ou additive telle que f(p) = 1
pour tout p premier, alors Hq(f) est multiplicative.

Démonstration. Soient m et n deux entiers tels que (m,n) = 1. On a que

H(f)(n) = ﬁzfco).
pin

Puisque f(p) =1 pour tout p premier, on obtient

H(f)n) = —=3 1,

Comme H,(f)(n) = 1 quel que soit n, il est clair que H;(f) est une fonction multipli-
cative. I
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Il est évident que les fonctions 3, £ et w satisfont aux hypotheéses du théoréme 2.3.1.

Voyons maintenant un théoréeme qui caractérise la multiplicativité de 'opérateur
H3(f). 11 est intéressant de remarquer que dans le cas des deux opérateurs, la fonction
f peut étre additive ou multiplicative et que cela n’affecte en rien la conclusion des
théorémes 2.3.1 ni de celui qui suit.

Théoréme 2.3.2. Soit f une fonction multiplicative ou additive telle que f(p®) = «
pour tout p premier et «v entier positif, alors Hy(f) est multiplicative.

Démonstration. Par hypothese, on a

Hﬁ(f)(n) = Q( )Zf(p&)

Il s’ensuit que Hy(f)(n) = 1 et c'est pourquoi Hy(f) est trivialement multiplicative. O

On peut prendre comme exemples de ce théoréme les cas f = 3 et Q2.

E‘nongons le dernier théoréme de cette section, lequel caractérise le caracteére additif
des opérateurs H, et H,. Nous ne démontrerons le théoréme que pour H; puisque la
preuve pour Hj est semblable.

Théoréme 2.3.3. Soit f une fonction additive. Alors les fonctions H,(f) et Hy(f) ne
peuvent étre additives.

Démonstration. Soit f une fonction additive et supposons que H;(f) est additive. Nous

allons montrer que cela est impossible. En effet, si tel était le cas, alors on aurait, pour
(m,n) =1,

Hy(f)(mn) = Hy(f}(m) + Hi(f)(n). (2.2)
Explicitement, ceci veut dire que
u,f:u;r" Z fp) = uf];n} Z flp) + u;’ln) Z f(p). (2:8)

/ | Y
i P pin
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Comme (m,n) = 1 et comme f est additive, on aurait

Yo fe) =Y f@)+> ). (2.4)

plmn plm pin

En combinant (2.3) et (2.4), on obtient

1 1 1 1
w(mn)mme(P”mEf@)=;(-,,7)-Zf(p)+-———2f<p). (2.5)

Mais comme

1 1
mmsz(p) < mmsz@) (2.6)
et 1 1 .
mplznf(ﬁ) < Wplznf(PL (2.7)

il suit de (2.5), (2.6) et (2.7) que

i 1 i 1 1
w(mn) > )= () Zf(p)+w—~——(mn) mznf(p) < me(p)+me(p),

pimn pim plm pln

ce qui voudrait dire que

Hy(f)(mn) < Hy(f)(m) + Hi(£)(n),

contredisant ainsi la relation (2.2), i.e. le fait que H;(f) est additive. O

En ce qui concerne les inverses de H, et de Hj, nous nous rendons compte trés
facilement que les deux opérateurs ne sont pas injectifs. En effet, on a, par exemple,
que H1(B)(n) = Hi(w)(n) = Hi(Q)(n) = 1 et que Hy(5)(n) = Ha(Q)(n) = 1. Ainsi, les
inverses de ces deux opérateurs n’existent pas. Encore une fois, on remarque, dans les
deux cas, que nous ne sommes pas en présence de convolutions arithmétiques réguliéres.



Chapitre 3

Valeurs moyennes des fonctions f,

fetf

Dans ce chapltrc nous porterons notre attention sur 'étude des valeurs moyennes
des fonctions f, f et f et améliorerons le terme d'erreur O(logr) obtenu par De

Koninck et Grah [4] en un terme O(m) avec un entier positif m arbitraire.

résultats obtenus par De

3.1 Terme d’erreur pour les valeurs moyennes de

Tafetf

D’abord, définissons ce qu’est la valeur moyenne d'une fonction additive f.

Définition 3.1.1. Etant donné une fonction arithmétique f(n), n un entier, s'il est
possible de trouver une fonction @(n) croissante telle que

Jig 2 37 7 = Jim 2 3 o),

n< ¢ ns ¢

on dit alors que la valeur moyenne de f(n) est @(n).

Par exemple, il est facile de montrer que la valeur moyenne de la fonction w(n)
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définie au chapitre 1 est :

%Zw(n)=zzl=2[§] =loglogx+0+0(l 1 )

O T
nsz n<z pln p<z g

o Ci=y+Y, (log(l = 2 e %) et v est la constante d'Euler.

Continuons avec quelques autres définitions.

Définition 3.1.2. On dit qu'une fonction mesurable R : 2, +o0[— R* est une fonction
& variation réguliére s'il existe un nombre réel p > 0 tel que pour chaque a > 0, on a

. Rlaz) P
wlerDlo R(z) N

Si p =0, on dit que R est & oscillation lente.

Il est important de noter que nous n'étudierons que les fonctions continument
dérivables & variation réguliére,

Définition 3.1.3. On désigne par £ 'ensemble des fonctions continument dérivables
a oscillation lente.

On peut montrer (voir le livre de Seneta [5] , p. 2) que toute fonction & variation
réguliére R peut s’écrire sous la forme R(z) = z?L(z), oi p € Ret L € L.

Définition 3.1.4. On dit qu'une fonction arithmétique f posséde une valeur moyenne
réguliére si la fonction ¢ de la définition 3.1.1 est une fonction réguliere. On la note
VM(f). De plus, elle est unique.

Nous pouvons maintenant entreprendre 1'étude des valeurs moyennes des fonctions
f, f et f. Auparavant, voyons quelques théorémes sur les valeurs moyennes régulieres.
Théoréme 3.1.5. Soit f € FA. Alors :

(i) la fonction f posséde une valeur moyenne si et seulement st la fonction f en
posséde une ;

(i) la fonction f posséde une valeur moyenne si et seulement si la fonction f' en
posséde une.

De plus, si l'une ou l'autre de ces valeurs moyennes existe et est réguliére, on a

VM(f) =2VM(F)=2VM{F). (3.1)
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Démonstration. Les parties (i) et(ii) ainsi que les égalités (3.1) découlent immédiatement
du fait que f = f = £ f pour toute fonction f € FA. O

Nous ne ferons pas la démonstration du prochain théoréme; on peut cependant la
retrouver dans l'article de De Koninck et Grah [4].

Théoréme 3.1.6. Soit f € FA telle que f(p) = R(p) pour chagque nombre premier p,
ol R est une fonction continument dérivable a variation réguliére non décroissante qui
posséde la représentation R(z) = a2 L(z), avec p 2 0 et L € L. Alors la valeur moyenne

réguliére de la fonction f eziste si et seulement si celle de la fonction f existe, auquel
cas

VM(f)=2VM(f ). (3:2)

R.L. Duncan a montré (voir [6]) que la moyenne de la fonction w(n) sur les diviseurs
de n est égale & £loglogn. De fagon plus précise, Duncan a démontré qu'il existe une
constante ¢ telle que

1 1 1 — 1 1

n<w djn n<e

A cette fin, Duncan a utilisé la relation asymptotique

Zw(n)=221z2[ﬂ =mloglogm+0m+0(-l-o—:-;-g-:-), (3.3)

- nle n<x pin pEL

ouCi=vy+3, (log(l - %) + -1]3) et 7 est la constante d'Euler.

Etant donné f € F, il est normal d’examiner le comportement de la suite .}:d, T,

f ,... Ainsi, pour un entier non négatif s fixé, on considére 'itération 7", définie par

_T—s(f) = T(Ts-l(f)) T s = T-.‘.;—1(7—'“1(.”) = Ts—l(T)

On désigne par f, l'image de f par T, ainsi que par f, et f; les images de f par T
et Ty respectivement. Ceci ayant pour but de simplifier la notation. Compte tenu des
provriétés de ', 1" et I, nous obtenons par induction sur s le théordme siivaut.
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Théoréeme 3.L.7, Soit s et n deux entiers non négatifs et f une fonction arithmétique.

Alors Ta, T, et T, préservent l'additivité et la multiplicativité. En particulier, si f €

A alors fi(n) = f(n)/2* et fi(n) = : f(v(n))/2°. Lorsque f € CA, Fy(n) = fuln) =
f(n)/2. Enfin si f € FA, fin) = fi(n) = f(n)/2* = f(x(n))/2".

Avant de généraliliser le résultat de Duncan, nous avons besoin d'un lemme qui
s’avere facile & démontrer.

Lemme 3.1.8. Soit f € A. Supposons que f est constante sur l’ensemble P des nombres
premiers et qu’elle satisfait & f(p") — f(p™™*) = O(1) umformément pour p premier et
r > 2. Alors les expressions [ (p7) — f,(0"™1), f. o ) = fo(p™) et fs( " - fs( .
sont également bornées uniformément pour p premier et v > 2. De plus, les fonctions
F . fu et F, sont constantes sur P.

A chaque fonction g constante sur 7, on associe les constantes suivantes

=g(2) et D, _cgc+zzg ),

nsx p
ol C est la constante de la relation (3.3) et v est la constante d’Euler.

Voici maintenant le théoréme que nous améliorerons dans la section suivante.

Théoréme 3.1.9. Soit f une fonction additive satisfaisant les hypothéses du lemme
3.1.8. Alors

m"lzhf—,(n) = %loglogm-i—D-f—’—FO( : ),

ot log

" 1
=S Fin) 21? log log = + §c+o( )

i

e log
~ D 1
-1 _ s
% ,?q Lilny = log logz + — 5 +0 (logz) .

Démonstration. Si g € A et est constante sur P, on a

gt Z gln) = & ZZ glp") =z"" Z Z (9(p") = g("™")

nse n<e priin nga #in
T‘
_ Z g1 Z =] z
p<a F’“<I P
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Alors la relation (3.3) et le lemme 3.1.8 permettent d’ obtenir les égalités du théoréme
si on prend soin de remplacer successivement g par f ,, fs et fﬂ O

On remarque que le terme d’erreur pour les valeurs moyennes de f ,, fs et f, obtenus
par De Koninck et Grah est O(Toi—m). Nous verrons, dans la prochaine section, que celui-
ci peut étre grandement amélioré.

3.2 Amélioration du terme d’erreur

Dans cette section, nous allons démontrer que le terme d’erreur O(l 7 x) apparais-
sant dans les égalités du théoréme 3.1.9 peut étre diminué en un terme O(E-W}jrx)

pour un entier positif m arbitraire.

Il est important de noter que les prochains lemmes, corollaires et théorémes pro-
viennent de Mercier [7].

Lemme 3.2.1. Soit k, j des entiers non-négatifs et soit a un nombre réel tel que
a>k~—1. Alors on a

t}*log’t | | i
/ { }ta+02g — m—_g‘}ﬁ)—g_ﬁ e (___1).7—1-1 Z((

Z z 2 ™ ¢U=a +1 -k +1)),
e a+m k:+1 i+1

ot () désigne la dérivée k-iéme de la fonction zéta, et une somme vide est interprétée
comme €étant égale a zéro.

Démonstration. Puisque
{t}*log’t | Ml Ul DA
/ ta+2 t ! -_’L'E:E——- IOg‘? t dt,
alors pour obtenir le résultat, il suffit d’évaluer l'intégrale

/ Mlog’t ) g<i<h
1

ta+2

% logf t B 7!
g pat2 ! ::_,i_ gj}—]"

Pour ¢ =0, on a
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etpour 1 <i<k,ona

t}t log? t "+ log? t
i ta+2 Z t“+2
En utilisant l'intégration par parties nous obtenons

ik log?t : () log""(n+1) log’"n
. ta.+2 Z‘; (a + 1 r+1 (n + 1)o+1 T patl |

de sorte que

mikl logjt ' . L rl@) log!"(n4+1)  log/ " n)
Z / tﬂ«+2 E}lmz nt ZO a + 1 r41 ( (n + 1)ﬂ+1 - rn9+1 ) !

n=1 r=

Le développement de n' = ((n + 1) — 1) nous permet finalement d'obtenir pour a >
i—1,i> 1,

floo [t ]‘tiig-’t 1)iH1 2 ( e 1 r+1 ;(_1)1 )¢V Na+1—i+ l)) !

Ceci termine la démonstration du lemme, O

Corollaire 3.2.2. Pour tout entier non-négatif 7, on a

~ {t} logj t H-l
/1 o —di =] (1 + Z )

(=D Y login logt' N
%= A, > n i+l )

n=1

ol

Démonstration. D'apres le lemme précédent, on a pour a > 0,

® {t}log’ t 7! e (=1 () )
ta+2 dt = aj+1 izo a+1 1+1 J ' (a+1) (34)

Or pour a dans un voisinage de 0, on a d’aprés un résultat de Ferguson (8]

oll
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et ainsi on obtient

: 7! . f
(Da+1)= = 331 il + Z k(k —1)..(k = j + 1)ypa®. (3.5)
k=741
En remplagant (3.5) dans (3.4), on obtient le résultat. O

Nous avons également besoin du résultat suivant.

Théoréme 3.2.3. Soit a un nombre réel avec a > —1 et soit k € N, Alors pour tout

m e N, on a
S {2 —en 3o (e
(2} o8 (2).
=/ log'z log™™ &

p<e

ou les constantes ¢; sont définies par

=53] k i—1
ci=/. {of loe £, (6=1,2,..,m).
b

ta+2

Démonstration. Pour a > —1et k> 0,0n a

w5 - [ o) o

pET

En utilisant 'intégrale de Stieltjes, on peut donc écrire

(e = [P el det - sy 6o)

psw

Or d’apres le théoréme des nombres premiers,

(o) - Lifa) = 0 (e ).

pour chaque entier positif m, d'olt 'on obtient

ot k z+ a+l
/ y{f;-} d(r(y) - Li(y)) < f | ydiny) — L) < o

Maintenant I'équation (3.6) devient

oo} - [areo(emm) 9

p<z

k T?'l-+1
/z {1} Klog t . log N =0 k_l.__-) _
Lt Mo g lur”’“':r ' log™w /)

Puisque
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on a d'une part

k a+1 ke a+l g k
f !y { ) dy = : f ¢} dt + — 3 {t} logtdt
2 1

log y log z fata logz J, tot?

potl § { }Ic
Foot
logm=z J; tot2

log™ "t dt + O (-—"L—i ,
logm+1 7

et d’autre part pour 1 < i < m et pour z assez grand,

'2' k
/ iaiz log' "t dt = O(z~*"**¢), pour tout e > 0.
1

C'est pourquoi pour a > —1, on peut écrire

a{ }k xcH—l o0 {t}k g,.+.1 00 {t}k
./; logy dy = ]_og;yfl ta+2d +10§ 33/: tat2 logtdt +...4

a.—+—1 { }k: - xa+1
m ta-l-'.? Iog tdt+ O (m) s (38)
et en remplagant (3.8) dans (3.7), le résultat suit. O

Une conséquence immédiate de ce résultat est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.4. Pour tout m € N, on a

T = i z
- = —+ 0| ——1— 1,
Z{p} mm.z___;log‘a: (logm"'la:)

psz

oo i—1
1

t2

Nous allons maintenant énoncer le théoréme clé qui va nous permettre d'ameéliorer
le terme d’erreur des relations du théoréme 3.1.9. Ce théoreme, obtenu par Mercier [7],
est en réalité une généralisation d’un théoréme de Segal [9].

Théoreme 3.2.5. Soit m un entier positif arbitraire et soit a un nombre réel plus grand
que 1. Soit f une fonction additive telle que n(f) est une constante pour chague p et
telle que, pour chaque k > 2, f(p*) = O(2%/%) uniformément en p. Alors on a

— _di ;
Zf(n)=n(f)mloglog$+Ax—:cn(f) - +O(_mTT-T‘)s
= loghe g™

n=.r
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o

P k>2 p P
gt
di = (E-1I1+ ) (=1)y),
J=0
N . ;
=1 log'n logt' N
= n}l—‘?%og:—;n R TT L

et v = ~yp désigne la constante d’Euler.

Démonstration. Puisque

S )= X (6h - 16+ [ ]

n<e p"Sm

alors nous pouvons écrire

S = Tis HE R EL

nse

39

(3.9)

Il faut maintenant trouver 'ordre de grandeur des deux sommes & 'extréme droite

de (3.9). Puisque

1 2
Z—k—S—k——_—lpourkzz
pZyp y

alors

z 22;:“ <<£_ z okfagl/k Z 2k/a2lk_

k22 ph>z 2<k< {22 k> 1258 pza P
Or d'une part, on a pour le second membre de droite de (3.10)
1 Dlre . 1
k i-g
DY S« ) ek s

(L& >3 log 8 - 1‘-.5
i - - S
R oa2 P k"""[21,12

T

(3.10)

(3.11)
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et d’autre part, pour le premier membre de droite de (3.10)

Z okla Lk _ Z ok/agl/k | Z oklagl/k & o3 T log mzr‘é_ 1 o1
a<k< joae 2
="=log2 ;H('ksrém

pour un certain € > 0. Puisque

logz pleEs.l =1 z
log2 i log™*!
alors
k/a 1/k
> 2 < ———1 T (3.12)

2<hg oz
C'est pourquoi, on obtient en remplagant (3.11) et (3.12) dans (3.10) que

k/a
T P o ks (3.13)

pkon k22 phk>g
k22

ce qui entraine que

converge. De plus, nous avons également

DD IELEED VD WELE D VD oL L

2<k< (283 p<al/h 28kS g2y p<al/k sy <kg oL p<al/k
1 a1, logz
2 T a 5 2 a
& wlE e ) e
H
& = 3.14
log™™ (3.14)

ce qui nous donne pour le quatrieme membre de droite de (3.9)

S -1« S« T Y Mok

i?? i:? 2<k<° ; pat/t

(3.15)
Finalement on obtient de (3.13), (3.14) et (3.1%) que

3 f(n) —:cnfz—_an{ }+x%f(pk);g'(19k—l)+o(gg_§ﬁ>_

n<a p<z p<x




Chapitre 3. Valeurs moyennes des fonctions [, f et f 41

En utilisant le corollaire 3.2.2, le corollaire 3.2.4 ainsi que le comportement asymp-
totique de (voir [10])

1 1
ZE =loglog:z:+'y+z (log(l - I_J) +%> + 0 (lo_g’::'l_a) pour tout m > 0,
p

psw

nous obtenons le résultat. H

Voyons maintenant un corollaire de ce théoreme qui s’avére crucial pour améliorer
le terme d’erreur des relations de 3.1.9.

Corollaire 3.2.6. Soit w(n) la fonction arithmétique définie au chapitre 1. On a alors

1, 1  d; ;
Ew(n —xloglogx+m(’y+2(10g1—5) 5))‘”2 :+O(log’:—“)

n<e i=1 log %

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoreme 3.2.5. O

Afin d’effectuer la démonstration du prochain théoréme, nous avons besoin du lemme
qui suit.

Lemme 3.2.7. Soit f € A et a un nombre réel plus grand que 1. Supposons que
[ est constante sur l'ensemble P des mombres premiers et est telle que, pour chaque
r>2 fip") - flerY) = 02 ) uniformément pour p premier et r > 2. Alors les

expressions [,(0") — F.0™Y), (@) = F@™Y) et Fy(p") — Filp™™") sont également
bornées uniformément pour p premier et r > 2. De plus, les fonctions f ,, fs et fs sont
constantes sur P.

Notons qu'a chaque fonction g constante sur P, on associe les constantes suivantes

¢, =g(2) et D, _cgc+zzg 7

n<e p

C:=7+Z(log(l—%)+%>

et 7y est la constante d'Euler.

oll



Chapitre 3. Valeurs moyennes des fonctions [, f et f 42

Théoréme 3.2.8 (Théoréme d’amélioration). Soit f une fonction additive satisfaisant
les hypothéses du lemme 3.2.7 et m un entier positif arbitraire. Alors

" —_ f d; 1
T J‘Z f,(n) = 2310g10g:1:+D7— + +O(m),

2 = 1og'::1:
» - B f f f o di 1
z §< fo(n) = 5;loglogz + 5.C + ?Z1og‘x+o(log’““ )
wet g=1
_ Dy ¢~ _d L
-1 — f -
oY fun) = Flogloga+ 2L+ log"a:+o(10gm+l )
nsz =1

ol

d@ = (?.—1 (I"FS J+1 )

j=0

(=W Y log/n log/t'N
L dm (= T A

n=1

Démonstration. Si g € A et est constante sur P, on a

271 g(n) = @ ch[ ] Y (9" =9 h) [E]

n<az Pz pk>52w p?‘
g(p" )
SO SRS REIT B
;p<.1: p<z P:>52=
- T = T
~z71 ) (9@ —9(p™™)) {—,.}
pTsa p

22

Alors le corollaire 3.2.6 et le lemme 3.2.7 permettent d'obtenir les egahtes du théoréme
si nous prenons soin de remplacer successivement g par f ,, f,, et f,.j O

Il est important de noter que nous aurions pu obtenir comme terme d’erreur O(gglv;—w)
en utilisant un résultat de Rosser et Schoenfeld [11]. Ceux-ci avaient établi que

Z—- loglogm+C’+O( 12 )

P log“x




Chapitre 4
Propriétés de certaines convolutions

Il est possible de caractériser les fonctions multiplicatives en se basant sur les convo-
lutions impliquant la fonction noyau =, définie au chapitre 1, comme fonction K dans
les K-convolutions. En effet, Shonhiwa [12] étudie le cas pour la fonction noyau. Mais
qu’en est-il pour d’autres fonctions apparaissant dans certaines convolutions ?

La premiére section portera donc sur les propriétés que nous fournit la fonction

noyau. La section suivante traitera des convolutions impliquant d’autres fonctions arith-
métiques comme restriction.

4.1 La fonction noyau

L’étude des convolutions incluant certaines conditions nous permet de caractériser
les fonections multiplicatives versus celles complétement multiplicatives en nous fournis-
sant quelques identités et propriétés trés simples. Entre autres, l'article de Shonhiwa
traite des deux convolutions suivantes :

Définition 4.1.1. Soit f et g deux fonctions arithmétiques. On pose

(Fogim) = > f@9(5).

din
F{d)=(5)
Définition 4.1.2. Soit f et g deux fonctions arithmétiques. On pose

(xom= Y f@g(5).

din
(¢ ==(n)
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Ainsi, ces deux convolutions sont trés intéressantes puisqu’elles préservent la multi-
plicativité. Voici d’ailleurs deux résultats bien connus de McCarthy [2] .

Lemme 4.1.3. Soient f, g € M. Alors
1) foge M,
2) fxge M.

Démonstration. Nous ne démontrerons le lemme que pour le premier cas puisque le

second se traite de mani¢re analogue. D'abord, remarquons que le produit (f o g) est
une convolution de la forme

=Y K(n,d)f(@)g (3)

dln

ol la fonction K(n,d) est définie de la fagon suivante :

nay={l svd=v(3),
K(n.d) {O sinon, ’

Le théoréme 1.3.2 nous assure que la convolution de deux fonctions f, g € M est
aussi dans M si pour tout m,n,d et e tels que d|m, eln et (m,n) = 1, on a que
K(mn,de) = K(m,d) - K(n,e). Ainsi, il s'agit de vérifier si les deux égalités suivantes
ont lieu :

1) ~(de) = v(d) - v(e

) (%)= (%) 7(5)

Puisque d|m, e[n et (m,n) = 1 pour tout m,n,d et e, on a que (d,e) = 1 et (2, 2) =1
et comme ~ est une fonction multiplicative, le résultat suit. O

Il est important de noter que dans les théorémes qui suivent, la fonction E qui
intervient est la méme que celle que 'on a définie & la section 1.2,

Le lemme précédent motive le théoreéme qui suit,
Théoréme 4.1.4. Soient f, g et h € M. Alors, pour tout entiern > 1, on a
[((hxg)x fl=[(g+h—E)*f+(hog)x f]
Corollaire 4.1.5. Supposons que f € M. Alors f € CM si et seulement si

(S x f)x )]l = f(r = E).
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Un autre résultat intéressant découle du théoréme 3.1.4.

Corollaire 4.1.6. Soit f= E dans le théoréme précédent. Alors, pour tout entier n > 1
et g, h € M, on a

(hxg)=(g+h)+(hog)
En particulier,

(f*f)=2f+(fof)

Examinons un exemple concret de ce dernier corollaire. En effet, supposons que f
€ M. Alors f est complétement multiplicative si et seulement si (f7) = (f * f). Re-
marquons que nous aurions pu utiliser le corollaire 3.1.5 pour obtenir le méme résultat,
soit en vérifiant que [(f * f) * f] = f(7 * E).

De plus, on sait que f € CM si et seulement si f(g* h) = fg* fh pour toutes
fonctions arithmétiques g et h (voir Shonhiwa [12]). Il existe un équivalent & ceci avec
le produit o .

Corollaire 4.1.7. Supposons que f € M. Alors f € CM si et seulement si

(f(goh)) = fg o fh pour toutes fonctions g et h.

Ce résultat découle de la proposition 1.2.7 et du corollaire 3.1.6. Voyons un exemple.

Soit f € M. Alors f € CM si et seulement si (f * fc,o). = fI ol y est la fonction
d’Euler et I(n) = n pour tout n € N, En utilisant le corollaire 3.1.6, (f * fy) =

f+ fo+ fofp, et le résultat suit immédiatement. Mentionnons un dernier corollaire
- important.

Corollaire 4.1.8. Soient f, G € M et g = G * u. Alors f € CM si et seulement si

(f * fg) = fG.

En terminant, examinons deux derniers théorémes. Le premier nous fournira une
identité sur les opérations o et x. Le deuxiéme, par contre, nous révélera une ca-
ractérisation des fonctions complétement multiplicatives. Les deux théorémes suivants
proviennent de [12].

Théoréme 4.1.9. Soient f, g et h € M. Alors pour tout entiern > 1, on a

(hxg)=fl={f+g)- Ejxh+(yxh)oj]
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Théoréme 4.1.10. Soit f € M et f~1 son inverse selon la convolution de Dirichlet.
Alors f € CM si et seulement si

(fo fH@%) = (7' x £)(r°)

pour tous les nombres premiers p et tous les entiers e > 2.

Démonstration. (=) Supposons que f € CM. Alors on a

rxnm = 3 s @7 (3)
v(d)-w{ﬂ)

= 2w (G)

din
(d)=~(n)

= fn) Y w(d)

dirn
¥(d)=y(n)

= (-1 ()

De méme,

(Fofhm = 3 fu (%)

'r(d)—ﬂ'(ﬂ)

- ()

din
Ad)=1(3)

= fm) Y uf

dln
=0}

(=1)“™ f(n),

a3
~—

]

ce qui établit la premiére implication.
(<) Supposons que

(fof @) = (7 x /)(p*).
Or

(Fo 1)) =D FE)H(p*) (4.1)
et

(f71 x () = Zf‘l(f-‘i)ﬂp"_i)- (4.2)
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En combinant (4.1) et (4.2), on obtient

S A ) = Y £ ),
=1 {=1

impliquant que f~!(p*) = 0si e > 2 et donc que f € CM. O

4.2 Autres fonctions comme condition de convolu-
tion

Nous allons maintenant étudier les cas ol une autre fonction arithmétique, disons
une fonction p, est utilisée dans les convolutions :

(Foo0)m) = > fldo(5)

ﬂ(d)ﬂztﬂ‘)
(Fxp9)m) = > f@g(3).

din

pald)=p(n)

Le cas oll p = - ayant déja été traité dans la section 4.1, nous examinerons les cas ol
p = p,0,w,Q et p?. Notons que, tout au long de cette section, nous avons choisi de
considérer uniquement le cas ol f et g sont des fonctions multiplicatives puisque 1’étude
de telles fonctions se fait plus aisément en raison de leurs propriétés. Puisque nous nous
attardons aux fonctions multiplicatives f, nous nous attarderons a leurs valeurs sur les
puissances de nombres premiers, c’est-a-dire aux valeurs de f(p®), p premier, e entier
positif. Commengons d’abord par examiner f o, g.

Théoreme 4.2.1. St p= 1,0 ou {), alors

(f o, g)(pe) _ { f(pi)g(pz) si e pair,

0 81 e 1mpair .

Démonstration. Nous établirons seulement la preuve pour ¢ car celles pour o et {2 se
font de la méme fagon. On a

(feea)) = >  FlE)el*™).

=0
wipt)=p(pe—1)

Puisque ¢(p') = p(p¢*), onai=¢— 7, ie i = . 1l g'ensuit que
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f(p%)g(p%) si e pair,

(f o0 9)(p°) = {

0 si e impair .
O
Théoréme 4.2.2. §i p = u?, alors
( f(p)e(p) sie =2,
. 0 sie=3,"
(Foua)@) =1
S FENe(*) e>4
\ =2
Démonstration. Puisque p?(p') = p?(p®) sie = 2 et i = Lousie > 4 pour i =
2,3,...,e — 2, le résultat suit. )
Théoréme 4.2.3. Si p =w, alors
e=-1
(f 0w 9)®) = > f(P)g(@*™).
i=1
Démonstration. Puisque w(p') = w(p®~?) si i # 0 et si i < e — 1, le résultat suit. a

Nous constatons facilement que pour p = w, cela nous ramene a I'étude de la fonction
noyau étudiée par Shonhiwa, Voyons maintenant pour les convolutions de la forme

(fXp9).
Théoréme 4.2.4. Si p =@, 0 ou §2, alors

(f x, 9)(®°) = f(p°).

Démonstration. Nous considérons seulement le cas p = ¢, puisque la méme démonstration
tient pour o et . On a

e
(Fxe@)0®) = D, F@)alr*™).
w(rf"a:z(r")
Mais puisque @(p') = ©(p®) seulement lorsque i = e, le résultat suit facilement. (]

Théoréme 4.2.5. On a

(f %u 9)(P%) = Z f(p)g(p*).
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que w(p') = w(p®~*) pour tout i > 1. 0O

Encore une fois, on constate qu'avec p = w, on revient au cas étudié par Shonhiwa.

Théoréme 4.2.6. Pour p = ?,

f(p) + 9(p) sie=1,

0% 0= 3 S pigy sien 3.

Démonstration. 11 suffit d’observer que u?(p') = u?(p®) pour tout i > 2si e > 2 ou
pouri=0eti=1sie=1. O

La plupart des convolutions étudiées dans cette section fournissent des relations
moins simples que celles obtenues dans la section précédente. Toutefois, on constate
que celles avec p = w coincident avec celles établies par Shonhiwa.
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Conclusion

Nous avons entrepris I'étude des convolutions arithmétiques sous divers aspects.

Dans un premier temps, nous avons étudié les operateurs de moyenne sur différents
ensembles de diviseurs. On a vu que les opérateurs 7, TetT préservent la multipli-
cativité et I'additivité. Les opérateurs H; et Hy ne préservent pas 'additivité, Pour ce
qui est de préserver la multiplicativité, ceux-ci se comportent assez étrangement, en ce
sens qu'ils préservent la multiplicativité de quelques rares fonctions multiplicatives et
peuvent étre aussi multiplicatifs avec quelques fonctions additives., Aussi, les fonctions
génératrices nous ont permis de déterminer l'allure de quelques fonctions sous I’applica-
tion des opérateurs inverses de T et T.Ona également vu que, comme les opérateurs
T, Hy et Hy ne sont pas bijectifs, leurs inverses ne peuvent exister. De plus, T et T
sont des convolutions arithmétiques régulitres tandis que T, Hy et H, ne le sont pas.
Il semble donc que la possibilité de trouver I'inverse d'un opérateur repose sur le fait
qu'on est en présence d'une convolution arithmétique réguliére.

Ensuite, on a grandement amélioré le terme d'erreur intervenant dans l'étude des
valeurs moyennes des fonctions f, ]?et fqui avait, préalablement, été obtenu par De
Koninck et Grah. Ainsi, nous avons établi que le terme d’erreur O(]CJE ) pouvait étre
en réalité O(Téng“Tc) pour un entier positif m arbitraire.

Finalement, on a constaté qu’il était possible de caractériser les fonctions multipli-
catives en se basant sur des convolutions impliquant la fonction noyau comme fonction
K dans les K-convolutions introduites a la section 1.3. On a tenté, ensuite, d'établir
d’autres caractérisations en utilisant diverses fonctions arithmétiques en remplagant la
fonction noyau par celles-ci. Nous avons établi que la fonction w nous procurait exac-
tement les meémes caractérisations que la fonction noyau, alors que pour les antres
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fonctions, on obtenait des propriétés plus complexes.

o1
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