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Résumé

Ce travail porte sur le contrdle du chaos dans des systémes dynamiques dissipatifs ou Ha-
miltoniens. Il s’attarde plus particulierement au cas du systéme de Rdéssler. Ainsi, des or-
bites périodiques instables de I'attracteur de Rossler ont été stabilisées grace a différentes
méthodes sous diverses conditions : espace reconstruit, environnement bruité...etc. De
nouvelles techniques de contrdle sont aussi explorées : ’apprentissage renforcé et les
réseaux de neurones. Le contrdle du chaos dans les billards, systémes conservatifs, est
aussi abordé. Enfin, des tests visant & détecter des composantes déterministes sont ap-
pliqués a des séquences expérimentales issues du monde réel.
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Introduction

Un bond prodigieux a été fait dans les années 60 et 70 dans l'analyse des systémes
dyvnamiques; pour la premiére fois, on réussissait a reconnaitre et 2 quantifier un com-
portement nouveau, le chaos. Poincaré, au début du siecle, a bien pressenti ce concept
mais n’a pas pu aller jusqu’au bout, faute de moyens techniques. Birkhoff. Kolmogorov,
Arnol’d et Moser ont aussi été des précurseurs mais il faut attendre ’arrivée des ordina-
teurs rapides. dans les années 50-60, pour voir s'édifier la théorie du chaos. Lorenz [33],
en 1963. pose la premiére brique importante en mettant en évidence la sensibilité aux
conditions initiales de son modele atmosphérique. Cette sensibilité deviendra la définition
moderne du chaos. Par la suite, des contributions de Ruelle, Takens, May, Feigenbaum,
Winfree et Mandelbrot ont consolidé les acquis et élargi le cadre d’applicabilité de la
théorie. La derniére percée importante date de 1990 et continue encore aujourd’hui a

faire des remous : le controle du chaos par Ott, Grebogi et Yorke (OGY) [36].

Depuis lors, de nombreux ajouts, modifications et améliorations ont été apportés 3 la
méthode de contréle originelle. Ces variations sur un méme théme sont nées d’un besoin
d’adapter la technique a différentes situations. En particulier, les expérimentateurs en

sont venus a simplifier au maximum l'algorithme de controle de fagon a pouvoir I'incor-
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porer facilement dans un montage. Aussi, cette capacité nouvelle de contrdler le chaos a
engendré une réorganisation de I’échelle d’appréciation des systemes dynamiques. Avant
1990. un comportement chaotique signifiait I’échec, du moins en ingénierie. Aujourd’hui,

ce méme comportement est synonyme de versatilité et de souplesse.

Le cadre de ce travail repose sur l'existence d’attracteurs chaotiques. Ceux-ci, engendrés
par des systémes d'équations déterministes non-linéaires, possedent la propriété de faire
diverger deux trajectoires arbitrairement pres I'une de 'autre initialement. L'étude de ces
attracteurs permet de comprendre qu’ils sont en fait constitués d'une infinité d’orbites
périodiques instables (unstable periodic orbit, UPO) [17]. Une trajectoire typique sur
I'attracteur passe d’une orbite a I'autre, s’approchant d’une UPO par sa variété stable et
s'en éloignant par sa variété instable. La caractérisation de ces variétés permet de tirer

I'information nécessaire au controle d’une trajectoire.

Le chapitre 1 de ce travail présentera donc différentes techniques de contréole du chaos.
L’'exploration sera poussée jusque dans des espaces reconstruits. qui sont généralement
plus accessibles aux expérimentateurs. Les principales propriétés de ces espaces et les
facons de les obtenir seront aussi revues. Il sera démontré que le contréle du chaos est
possible a partir de variables peu orthodoxes. Ainsi, la stabilisation d’une orbite de I’at-
tracteur de Rossler sera réalisée a partir de la valeur des maxima de la variable z de ce
svstéme. Pour finir le chapitre, un scénario de contréle viendra démontrer la souplesse
des systemes chaotiques et une expérience de stabilisation dynamique (tracking) révélera

la capacité d’adaptation des algorithmes de contréle.

Le chapitre 2 s’aventure quant a lui dans des avenues nouvelles de la théorie du contréle.

Les réseaux de neurones seront mis a contribution pour le contréle d'un systéme s’appa-
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rentant a celui de Lorenz. Parmi les avantages d'une telle réalisation, on note une capacité
d’autonomie accrue, i.e. que le controleur se construit lui-méme, par essais et erreurs. Ceci
peut étre d’une aide précieuse dans certaines situations expérimentales. L’apprentissage
machine, issu du domaine de l'intelligence artificielle (Al), sera aussi revu. Dans ce cas, le
controleur s’édifie avec un systéme de récompenses/punitions et est aussi plus autonome

que les controleurs standards.

D’un point de vue général, le chaos tend a entrer dans les moeurs. Il est malheureusement
handicapé par sa consonance apocalyptique. Pourtant, un modéle aussi banal que I'ap-
plication logistique permet méme aux non-initiés d’apprécier toute la richesse de ce type
de syvstéme. Les billards classiques constituent aussi d’excellents exemples pédagogiques;
il suffit de déformer quelque peu un billard circulaire pour passer d'un comportement
régulier & un comportement complétement chaotique [2]. Les billards ont aussi I’avan-
tage de représenter quelque chose de concret, tres prés de la vie de tous les jours. Le
chapitre 3 proposera donc une exploration de ces objets qui, du statut de simple jouets
numériques, sont maintenant essentiels a la compréhension du chaos quantique et du
rayonnement laser de micro-cavités. En particulier, il sera démontré qu’il est possible de
stabiliser une trajectoire simplement en déformant trés faiblement le contour. Ceci est
conceptuellement tres intuitif mais mathématiquement plus compliqué. Cependant, les
techniques de contréle du chaos s’adaptent trés bien a ce genre de situation et permettent

une compréhension mathématique simple basée sur la géométrie.

Par la suite, le chapitre 4 résumera '’ensemble de la procédure nécessaire a la détection du
chaos dans des séquences expérimentales. Dans bien des cas expérimentaux, il est impos-
sible de dire quelle est la nature du systéme a lI’étude. Linéaire ou non ? Déterministe ou
completement stochastique ? Différentes techniques permettent aujourd’hui de répondre
partiellement a ces questions. Quelques-unes d’entre elles seront revues et appliquées a

I’étude de séquences issues d'un systeme physique réel : le moteur moléculaire {58, 11].



Chapitre 1

Controle d’un flot continu en 3D

Ce chapitre propose le contréle du chaos dans des systémes dissipatifs tridi-
mensionnels. Les techniques standards (OPF, OGY) seront revues et testées
dans différentes situations. D’autres méthodes plus exotiques (MED, RPF)

seront aussi présentées.

Les sections suivantes présentes les méthodes de contrdle qui seront utilisées au cours
de ce travail. Le tableau 1.1 résume la notation utilisée. Nous mentionnons que la revue
Chaos de décembre 1997 (vol. 7) présentait une excellente collection d’articles sur le
controle et la synchronisation du chaos. Nous invitons le lecteur intéressé a s’y référer
pour de plus amples détails. I] peut aussi étre intéressant de consulter (8], un article issu

en partie de ce chapitre.
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TaB. 1.1 - Notation utilisée.

XF point fixe (PF)
p parametre de controle
J matrice jacobienne

g | vecteur de sensibilité paramétrique

g= X F{po+3p)—Xr{po)
dp

u pente locale

1.1 Controle OPF

OPF (Occasional Proportional Feedback), 1991. Quand il est possible de réduire
un attracteur a une application unidimensionnelle autour d’un PF, la stratégie de controle
se réduit a un schéme élémentaire. La technique OPF!, introduite par Hunt [22], est trés
simple et s'implémente facilement. La simplicité de la méthode en fait un outil de choix

pour le controle expérimental du chaos.

Tout d’abord, la coordonnée d’un PF X doit étre connue. L’application de i-iéme retour

peut étre décrite par
Xn+i = U(Xn —XF(pn)) +XF(pn) (11)

autour du PF. Ici, p est un parametre accessible du systéme. Le PF est instable si la
grandeur de la pente |u| est plus grande que 1. [l peut étre stabilisé si I’'on déplace le PF

actuel du systeme, Xr(po), 2 un autre situé a

Xi = Xr(po + 8p) = u(u — 1)"1 (X — Xr(po)) + Xr(po). (1.2)
'L appellation SPF (Simple Proportional Feedback) est équivalente.
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n+4i

T

FI1G. 1.1 - Schéma du contréle OPF. La variation paramétrique ép, calculée a partir
de X, — Xfr. u et g, permet de déplacer verticalement le point X, sur I'application
Xn+i(Xn.po + 8p) qui 'ameénera sur X(pg) au prochain retour.

En effet, I'introduction de X dans I'’expression (1.1) donne X,.4+; = Xr(po). Le déplacement

du point fixe est effectué par perturbation paramétrique, i.e. que

dXr(p)
dp

Xy = Xr(po + 8pa) = Xr(po) + dpn (1.3)

P=ro
On devra donc mesurer la sensibilité du point fixe sous une (légere) variation du pa-
rametre p. Pour un petit écart || X,, — X r||, on suppose que le déplacement de I'application

Xns:i vs Xy est proportionnel au changement de parametre. Ceci nous permet d’écrire

que

u — (Xn —XF(pO))-

6pn = o= l)pr/dp(Xn — Xr(p)) = A (1.4)

Le facteur de proportionnalité & est déterminé par la translation horizontale de I'application

(et non du PF) a la hauteur de X, sous une perturbation paramétrique §p (voir FIG.
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1.1). En fonction de quantités faciles a mesurer, k = =1 (J——X’J—pxr) et

u

= tar gy X — Xr(ao)) (1.5)

0pn
La simplicité du contrdle par OPF en fait un excellent outil pour les expérimentateurs.
Comme la seule quantité requise au controle en temps réel est |’écart entre deux scalaires,
il est possible de développer un circuit analogique qui effectuera le calcul perturbatif.
C’est d’ailleurs ce qu’a fait Hunt avec un résonateur a diode [22]. Un avantage certain
de I'implémentation matérielle est la possibilité de s’attaquer au contrdle de systéemes
oscillant a4 hautes fréquences. Le principal désavantage réside dans le fait que la méthode
ne s’applique qu’aux systémes globalement unidimensionnels autour d’un PF. Pour des

exemples d’application. voir [40, 41, 43].

1.2 Controle OGY

OGY (Ott, Grebogi et Yorke), 1990. La méthode OGY constitue la premieére
démonstration formelle du contréle du chaos. Elle est inspirée du placement de podles
utilisé en ingénierie. Dans le papier original {36}, 'application de Hénon est controlée.
Cependant, les résultats restent valides pour un systéme chaotique continu en 3D dont
on tire une surface de Poincaré (SP) en 2D. La dynamique sur cette surface autour d'un
PF doit étre décrite par un point de selle, i.e. qu'il existe une direction stable et une

autre instable. Mathématiquement, la dynamique sur la surface est décrite par
Xn+1 = F(Xa. p) (1.6)

avec X, € R®et pe R.



CHAPITRE 1. CONTROLE D’UN FLOT CONTINU EN 3D 8

Pour le controle, les coordonnées de 'orbite de période m a controler
X(1.po) — X(2.p0) — - -- X(m.po) — X(m + 1. po) = X(1. po) (1.7)
doivent étre connues. Dans un voisinage § de X (7, pg}, la dynamique est linéarisée par
Xn+1 = X(i + 1.po) ~ i [Xn — X(i. po)} + K 6pn (1.8)
ou J est la matrice jacobienne 2 x 2 et K est le vecteur 2 x 1 de variation paramétrique
J = Dx F(X,p) and K= D, F(X,p) (1.9)

avec les dérivées partielles évaluées a [X = X(7, pp), p = po]- La matrice jacobienne? per-
met d’établir les directions stable e, ; et instable e, ;, les valeurs propres correspondantes

(As.: et A,;) de méme que les vecteurs contravariants associés, définis par
fui-eni=fi-e;=1 foi-ei=fi-e;=0 . (1.10)

Il est alors possible de calculer une perturbation ép, telle que le prochain passage sur la

SP tombe sur la direction stable de X r(py), i.e.
fu.i-%-l . [xn+l - X(‘l + Is PO)] =0 . (111)

(critére de contréle OGY)

Donc, de la linéarisation (1.8),
fu.i-{v-l : {Jz [xn - X(Z,po)] + Ki 6pn} =0 ) (1-12)

la perturbation calculée est

5p. = — fuivr - {Ji [xn - X(i- Po)]}
Pr foirt - K

21 a section 1.2.1 montre comment obtenir cette matrice.

. (1.13)
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Avec cette approche, il est possible d’appliquer une perturbation a chaque point de
I'orbite. La stabilisation en sera peut-étre meilleure, mais elle aura nécessité beaucoup
de calculs étant donné que les J; et les K, doivent étre connus partout. De plus, les K;
ne sont pas des quantités facilement mesurables. Au cours du présent travail, nous avons

préféré une approche plus simple oii la linéarisation est
Xos1 — X+ 1,pa) ~J; [Xn — X(2, pn)] (1.14)

et le vecteur de sensibilité paramétrique des PF's est

d . X(Z, po + 0p) — X(4,
g= L X(p)| o~ erotp) - XGp) (1.15)
dp dp
p=po
ou. de facon équivalente,
X(i.po+8p) ~ X(i.po) + &8: dp . (1.16)

Avec le critére de controle OGY (1.11), la perturbation requise a la stabilisation est

fuiv1 - {J: [Xn - X(3,p0)]}
: ) 1.17
fuoiv1 - (&iv1 —Ji &) (L.17)

0pn, = —

Dans ce cas, les g; sont obtenus simplement en mesurant le déplacement des PFs sous
une légere perturbation. Une autre simplification est possible en n’intervenant qu’une
seule fois par période sur la dynamique. La linéarisation et la sensibilité paramétrique
doivent alors étre estimées autour d’'une seule composante de l'orbite. L’équation (1.14)

devient
Xnsm — xF,i(pn) ~ Jx(m) [xn - xF‘.i(pn)] (1.18)

oit la notation fait en sorte que Xg;(p) = X(i.p) est un PF de F(™ (m fois I'application

F). De plus, la matrice jacobienne ng) = DxF™)(X,p), évaluée & [Xri(po), po]. peut
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étre exprimée en termes de ses vecteurs et valeurs propres (A,; e,if.i + Asi €,:f;;).

L’équation (1.17) devient

_ /\u,i fu,i ° [xn - th(pO)]
e T W R S ' (1.19)

La figure 1.2 montre la géométrie de la méthode.

|
o\

\

-"." . y 4
\ X
I

FIG. 1.2 - Schéma de contréle OGY. (gauche) Fonctionnement imagé de la technique
OGY. (droite) L’état du systéme est poussé sur la variété stable de X (pp) par I'action
combinée de €/, et e, associés a Xr(py + ép).

Une des premieres améliorations a l’algorithme vient de Dressler et Nitsche [7, 35] qui
adaptent le calcul de la perturbation aux coordonnées a délai [1] (voir section 1.6 sur la
reconstruction dynamique) . Une premiére généralisation par Romeiras et al. [54] permet
I'implémentation dans des systémes de plus haute dimension et présentant plusieurs

directions instables [67].
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1.2.1 Détermination de la matrice jacobienne

Le controle OGY est légerement plus complexe que celui de type OPF car il nécessite la
détermination de quantités plus difficilement accessibles. Entre autres, le contréleur OGY
a besoin d’une linéarisation de '’espace autour du PF. Dans le cas de Réssler, comme dans
celui d’a peu prés tous les systemes réels, il n’existe pas de description analytique de la
dynamique sur la surface de Poincaré®. Il faut donc reconstruire la matrice jacobienne a
partir des observations. L'approche utilisée ici consiste 4 résoudre un systéme de plusieurs
équations et peu d’inconnues. On cherche la matrice J qui sera la meilleure approximation

de la dynamique, au sens du moindre carré. Le systeme a résoudre, en 2D, ressemble a

1 2 M
2l 2 Y (e b\ [z 2P . M (1.20)
i 2) M) .

et U1 0 e cd )\ g y@ .. g0

J
ou les M points sont collectés autour du PF, soit dans la région a linéariser. On peut

réécrire I'équation (1.20) en deux svstémes d’équations distincts

1 1
xSII) 7(11) -'15514)—1 331(11) ?Ir(;l) yr(uzl
(2) 2) (2) (2) 2) (2)
T a T z c
n yn — n+1 et n Yn — yn+l (1.21)
b . d co
N M e M
w0 o0 ) T3\ A0 200y )T\ o)
- —— —— ~ — ~ 4 _w-.’
A b A b

et les résoudre séparément. La meilleure fagon de solutionner un tel systéme, contenant
beaucoup plus d’équations que d’inconnues, est d’utiliser la décomposition en valeurs sin-

gulieres. Ceci évite généralement les problémes de matrices singuliéres pouvant survenir

3En fait, il est possible d’obtenir les caractéristiques de stabilité a un point sur I'attracteur en intégrant

les équations variationnelles du systéme, si les équations du mouvement sont connues [39].
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avec les méthodes de résolution standards (élimination de Gauss, décomposition LU)*.

La solution du systéme est

x|=] v U? b (1.22)

wa .

olt les matrices U, V et W proviennent de la décomposition de la matrice A selon
A =UwWVT (1.23)

La matrice W est diagonale et ses entrées w,, w,, ...wy sont les valeurs singuliéres. Il est
possible d'annuler les valeurs singuliéres trop petites, correspondant a des sous-espaces
peu significatifs. Cette fagon de faire est aussi a la base d’algorithmes de réduction non-

linéaire du bruit [19].

1.3 Controle MED

MED (Minimal Expected Deviation), 1993. En travaillant avec un laser-NMR,
Reyl et al.[47] ont découvert que des valeurs propres complexes survenaient pour des
orbites de période 3 ou plus. Le méme probléme apparaissait quand plusieurs stations
de contréle étaient disséminées le long de l'orbite. Aussi, il fallait revoir 'algorithme
OGY pour qu’il puisse s’accommoder de plusieurs directions instables. L'identification

de l'orbite périodique instable et la détermination de la matrice jacobienne J associée

“Pour une revue de la méthode, on consultera le chapitre 2 de [46].
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sont nécessaires a ce type de contrdle et s'obtiennent comme d’habitude. La sensibilité du
PF par rapport au changement de parameétre doit aussi étre connue (vecteurs g; (1.15),
voir section 1.2). Cependant, le calcul des propriétés de stabilité n’est plus requis. Le

critére de controle est changé et devient
[ Xns+m — X£il] = minimum (1.24)

(critere de controle MED)
ou la valeur estimée de X,,+,, provient de la linéarisation (1.18) et du vecteur g; (1.15),
lLe.
Xnem ~ Xra(po) + ™ (Xn = Xra(po)l + (&~ 3™ &) dpn . (1.25)
La solution au probleme de minimisation (1.24) est alors

(g — I &) - {I™ [Xn — Xrilpo)]}
Spn = — : 1.26
P (g = 37 &) 2 (1.26)

Cette méthode élimine la nécessité du calcul des valeurs propres, des vecteurs propres et
contravariants; ceci peut aider a éliminer des sources d’erreur. Cependant, elle introduit
une prédiction qui peut elle aussi étre entachée d’'incertitude. Les auteurs suggerent d’uti-
liser une fonction générique polynomiale pour déterminer la matrice jacobienne plutot
qu’une fonction simplement linéaire. La prédiction s’en trouve améliorée. On trouvera

une généralisation dans [60].

1.4 Controle RPF

RPF (Recursive Proportional Feedback), 1993. Habituellement, une application

sur une surface de Poincaré (SP) se déplace sous un changement paramétrique. Cepen-
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dant. I'algorithme de contrdle par OPF ne tient pas compte de ce déplacement. Dans
I'esprit de I’article de Dressler et Nitsche [7], qui corrigeaient OGY, Rollins et al. [53] ont
amélioré la technique par OPF. Les systémes chez qui le succes du contrdle dépend du
choix du parameétre sont spécifiquement ciblés. Ceux-ci peuvent étre de haute dimension

et les UPOs a contrdler peuvent étre complétement instables [48].

Ce qu’il faut comprendre, c’est que la perturbation dp, appliquée au systeme a l'ori-
gine autonome transforme celui-ci en un systéme non-autonome. Un facon d’intégrer
cette dépendance supplémentaire est d’inclure dans I'application I'effet des perturbations
passées [7],

Xn+1 = Fe(Xn, Pry Pn-1) (1.27)
ou 'influence des deux derniéres perturbations est retenue. Dans la plupart des cas, c’est

suffisant. La linéarisation de ’espace autour d'un PF peut s’écrire comme

Xnem ~ Xrilpo,po) + I [Xn — Xri(po. po)]
4 (&ui — I™ gui) Opn + (&: — I &b1) 6Pur - (1.28)
avec

d d
Bu = 5 XF’(}’: p,) By = E; XF(p, pl) - (129)

dp p=r'=po P=pP'=po
Ceci se rameéne a ’équation (1.25) avec la dépendance sur la perturbation précédente

en plus. Il ne reste qu'a déterminer un critere de controle qui permettra d’isoler 4p,

facilement dans (1.28). Le choix
[xn+2m - xF,i(pO, Po)] = O et 6pn+l = O (130)

(critére de controle RPF)
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est raisonnable et conduit, aprées un peu d’algebre, a

_Z M I [Xa = Xealpo.po)l} | 28V - (3 wim)

Opn— 1.31
2 R

Opn =

avec ZI™ = J™ V™ 4+ W™ vi™ < g, — I g,; and W™ = g,, — I™ g,..
La figure 1.3 illustre comment tirer I'information nécessaire au contréole RPF. On se
doit d’abord d’obtenir une séquence ou le parameétre de controler passe de pg & pg + 6p.
De cette séquence, deux applications (F, et F;) pourront étre discernées si le systéme
est réellement sensible a I'influence de la perturbation précédente. Pour une application
unidimensionnelle, J est la pente locale u de I’application originale (F.), g.dp et gidp
sont les déplacements des points fixes aux positions X g (po + 6p. po) ~ Xr(po) + gu0p et
Xrb(Po. po + 0p) ~ Xr(po) + gsdp-

Xn+1

Fic. 1.3 - Schéma de contréle RPF. Les différentes quantités nécessaires au controle
sont indiquées.
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Aussi, en termes de quantités facilement mesurables (écart entre les PFs et pente). la

perturbation est

2

u Uge

op, = Xn—X . — ————p._ 1.32

Pn= = 1)(ugu+gb)[ 7 (Po. po)] uge + g5 P! (1.32)
Pour g, = 0 (sensibilité en dp,_; nulle), le résultat devient

6pn = ————[Xn— X , 1.33

Pn= g g)[ r(po)] (1.33)

soit le méme que pour le contréle OPF (1.5). L’amélioration a I'algorithme de base est
majeure et quiconque souhaite utiliser 'OPF devrait la considérer. On trouvera une

généralisation de la méthode dans (48] et un exemple d’application dans [49].

1.5 Reésultats

1.5.1 Préliminaires

Le systéeme de Rossler

Otto Réssler [55] a introduit en 1976 un systéme d’équations différentielles décrivant un
processus qui peut s’apparenter aux taches d’étirement et de repliement de la pate en bou-
langerie. L’intégration numérique du systéme de Rdssler (1.34) conduit & des trajectoires
en spirales croissantes dans le plan zy et qui se replient sans se croiser dans la troisiéme
dimension (z) pour étre réinjectées sur le disque principal. La géométrie de I’attracteur

de Rossler (FIG. 1.4) a un caractére pédagogique indéniable; elle démontre comment
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I'enchainement successif d’étirements et de repliements engendre une caractéristique fon-
damentale du chaos, la sensibilité aux conditions initiales. Ce systéme sera a la base des
expériences numeériques qui suivent. L’information sur I'intégrateur numérique utilisé est

située a 'annexe A.

Yy = z+ay (1.34)

FIG. 1.4 - Attracteur de Réossler avec les parameétres standards (a = b = 0.2,
c = 5.7). La trajectoire plus foncée correspond a une orbite instable de période 3. L’em-
placement d’une section de Poincaré (z = 2,z > 0) utilisée comme station de contréle
est aussi montrée.
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La section de Poincaré utilisée comme station de controle est définie par
C={r=22>0} (1.35)

Les coordonnées de I'intersection entre la trajectoire et le plan ¥ sont obtenues numéri-
quement par interpolation linéaire entre deux points situés de part et d’autre de la surface.
Ces deux points devront idéalement étre trés prés de ¥ pour que I'estimation soit précise.
Ceci est accompli en passant et repassant a travers la surface avec un pas d’intégration
de plus en plus petit, jusqu’a la précision désirée. D’autres méthodes plus élégantes
existent, comme celle de Hénon [21] par exemple, mais elles ne sont pas nécessairement

moins couteuses en calcul.

Les coordonnées d’'un PF sont obtenues par récurrence. Il s’agit de rechercher sur I'appli-

cation de Poincaré des points appartenant a {(y, z) : ||(¥n+1 — Yn: Zn+1 — 2n)|| < €}. Pour €
suffisamment petit et une accumulation statistiquement intéressante de points, le centre

de masse de I'ensemble a été établi a yr = —8.5579 £+ 0.0005 et zp = 0.03888 £ 0.00005.

1.5.2 Controle OPF

Le systeme de Rossler, tres dissipatif et presqu’unidimensionnel sur une surface de Poin-
caré, se préte bien a la méthode OPF. Le coefficient de proportionnalité k a été calculé

avec dp = 0.05 et vaut -1.6, dans le cas particulier du PF trouvé précédemment. Le

voisinage de controle est défini par

B.={y:ly—yrl <€} (1.36)
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Le controleur modifiera le paramétre ¢ du systéme seulement si la trajectoire intercepte

la surface de Poincaré dans ce voisinage. Aussi, la perturbation est calculée a partir de
Un = Yn + Aén (1.37)

ol1 &, est un générateur de nombres gaussiens (moyenne 0, variance 1)° et A I'amplitude
du bruit. Cette imprécision volontaire sur la mesure est ajoutée par souci de réalisme
(le contrdleur a accés a une valeur bruitée). On espére ainsi se rapprocher des condi-
tions qui prévalent dans les systémes réels, i.e. les montages expérimentaux. Par contre,
I'intégration se poursuit a partir de y,, soit selon la vraie dynamique. On parlera donc
de bruit de mesure. La figure 1.5 montre le résultat d’une expérience de controle ou

le niveau de bruit est augmenté graduellement. Dans ce cas, la grandeur du voisinage
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F1G. 1.5 - Contréle OPF dans un environnement bruité. Le niveau de bruit gaus-
sien est augmenté tous les 100 itérés. Il est exprimé sous forme de fraction (A/€) du
voisinage de controle utilisé (¢ = 0.1). Le comportement chaotique a 0% n’est pas di
a une mauvaise performance; c’est le temps requis pour que la trajectoire atteigne le
voisinage de controle.

SLes nombres retenus ne dépassent jamais 3 fois la variance.
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a été fixée arbitrairement a € = 0.1 et Pamplitude du bruit est exprimée en terme de
fraction de B,. Aucune limite quant a la grandeur maximale de la perturbation n’a été
appliquée. Dans un contexte ol 'on veut diminuer la force de l'intervention, on ajus-
tera la grandeur du voisinage en conséquence (plus celui-ci est petit, plus la perturbation
nécessaire au controle est petite). Le temps d’attente, sans procédure de ciblage, augmente
considérablement par contre. Généralement, on s’accommodera d'un voisinage admettant
des temps transitoires raisonnables®. Les deux ou trois premiéres interventions peuvent
étre un peu plus musclées mais pas au point de modifier profondément le systéme. Une
fois la stabilisation établie, les perturbations caiculées sont infimes si les parameétres de

controle sont adéquats.

1.5.3 Controle OGY

En travaillant avec 79 points dans un voisinage € = 0.01 autour du PF (yg = —8.5579, zr =

0.03888). la matrice jacobienne suivante a été obtenue

~1.844 —626.0
J= (1.38)
~0.00262 0.4242

La figure 1.6 montre que cette matrice projette les points de facon trés semblable i la
vraie dynamique. Dans le cas particulier du point PF trouvé précédemment, la valeur

du vecteur de contrdle g a été établie a

-1.24
g= . (1.39)
—0.006

5Voir [36] et [51] pour des discussions sur les temps transitoires.




CHAPITRE 1. CONTROLE D’UN FLOT CONTINU EN 3D 21
0038830F ® points du voisinage 4 - ® points du voisinage s
images images produites par J
! L

C 038885 |- - .--;.'i’d: h - f'-f. ~

i o« St
™~ ” ’; ¢ ‘f'; (13
':l" r.‘.!
0038880 ' { ¢ ¢ -
-8 ;65 -8 gﬁO -8 éSS -8 580 -8_:‘:55 -8 .%GO 8.;55 -8.550

y y

F1G. 1.6 - Détermination de la matrice jacobienne. (gauche) Les données origi-
nales qui ont servi a construire numériquement la matrice jacobienne (79 points et leurs
images). (droite) Les points originaux et leurs images projetées par la matrice jacobienne
construite. La direction de la variété instable est de toute évidence bien reproduite.

Encore une fois. le controleur travaille avec des valeurs bruitées (7 et z (1.37)). Les

résultats sont montrés a la figure 1.7. Ils sont trés semblables 4 leurs équivalents OPF.

En fait. parce que I’attracteur est plat a I’endroit ot le contréle est appliqué, les techniques

OPF et OGY operent sensiblement de la méme fagon.
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Fi1G. 1.7 - Contréle OGY dans un environnement bruité. Le niveau de bruit
gaussien est augmenté tous les 100 itérés. Il est exprimé sous forme de fraction (A/¢) du
voisinage de contréle utilisé (e = 0.1).
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1.5.4 Discussion

A premiere vue, il semble que la méthode OPF soit plus robuste dans un environnement
bruité que OGY. L'expérience numérique montre en effet que le contréle est perdu plus
tard. quand I'amplitude atteint 15% de la valeur du voisinage (contrairement a4 10% pour
OGY). Les deux simulations ont été faite avec la méme précision sur les calculs (10~'4),
les mémes conditions initiales (r = y = z = 1), le méme voisinage de controle (¢ = 0.1)
et le méme générateur de nombres aléatoires (ran1 de [46]) avec le méme point de départ
(seed=-13). Ceci laisse croire que la méthode la plus simple, celle qui nécessite le moins
de calculs préliminaires, est plus performante face au bruit. Ceci est raisonnable, du fait
que l'erreur sur l'estimation de la matrice jacobienne est un bruit supplémentaire dans le
cas d’OGY. Le contréle de type MED produit des résultats trés semblables et ils ne sont
pas reproduits ici. Cependant, ce sera la méthode de contréle utilisée dans la prochaine

section.

1.6 Controle dans un espace reconstruit

La preuve a été faite dans les sections précédentes qu’il est possible de contréler un
systeme chaotique. Cependant, connaitre simultanément toutes les variables d’un systéme
est un luxe qui n’est pas a la portée de tous. Les expérimentateurs, par exemple, doivent
souvent se débrouiller avec des séquences temporelles d’une seule mesure scalaire. Cette
section propose donc de contréler le systeme de Rdossler a partir de 'information d’une

seule variable. soit z.
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1.6.1 Reconstruction dynamique

Les éléments nouveaux de cette section sont issus de la théorie du recouvrement (embed-
ding) [59]. Celle-ci a vu le jour dans les années 80 aprés que quelques expérimentateurs
eurent l'idée de reconstruire des attracteurs chaotiques avec des coordonnées a délai. Les
pionniers de la reconstruction, Glass et al.[14], Roux et al.[56] et Packard et al.[38] (repro-
duit dans [37]), ont vu leurs travaux légitimés par les fondements mathématiques érigés
par Takens|73], Mafié[34] et Sauer et al.[59]. Les chapitres 5 et 6 de Coping with Chaos
[37] rapportent les principaux résultats de la théorie et reproduisent les articles clés. Nous
donnerons ici quelques généralités sur les techniques de recouvrement, qui permettent la

reconstruction d’attracteurs.

Soit une fonction de mesure F retournant une quantité Y qui dépend de I'état du systeme
a I'instant ¢

Y = F(X(%)) (1.40)

S’il est possible de mesurer simultanément m variables, alors la quantité Y est vectorielle
[Y(t) = Yi(t),...Ym(t)] et 'espace dans lequel se déploient ces vecteurs est I'espace de
reconstruction. Si m est suffisamment grand (m > 2D, o Dg est la dimension de capacité
de l'attracteur sous-jacent), alors la fonction de mesure F définit une correspondance
biunivoque entre un attracteur A et ’espace reconstruit F(A). Toute l'information sur
un état X est alors transférée dans le vecteur de mesure F(X). L’idée ici consiste a
déplier un attracteur A suffisamment pour que ses propriétés dans I’espace reconstruit
soient les mémes que dans I’espace original. A I’aide d’une séquence temporelle contenant
un nombre suffisant de points, on peut espérer reconstruire un objet F(A) qui sera une

copie de 4 dont on pourra extraire 'information dynamique (exposants de Lyapunov,
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dimensions, stabilité locale, etc...).

1.6.2 Dimension de recouvrement

Pour s’assurer d’une correspondance biunivoque entre I'objet original et l'objet recons-
truit. on doit choisir la dimension de recouvrement m > 2D,. Cette condition a une
origine géométrique et est nécessaire pour que I'objet F(A) n’ait pas d’intersections avec
lui-méme. Evidemment, ceci est simple lorsqu’on connait le systéme a I'étude, i.e. lorsque
Dy est connue. C’est beaucoup moins évident dans le cas expérimental ou il n’est méme
pas certain qu’on ait affaire a un processus dynamique de dimension peu élevée. On
doit alors s’en remettre 4 une analyse dite de faux voisins. Il s’agit d’établir la posi-
tion de points de références dans un espace reconstruit dans m dimensions et d’identifier
les points voisins de ceux-ci dans un certain voisinage de rayon €. Si, dans un espace
a m + 1 dimensions, un point voisin s’éloigne d’un certain seuil de tolérance, alors il
est considéré comme un faux voisin. La dimension de recouvrement est jugée suffisam-
ment grande quand une certaine fraction (évidemment faible) de faux voisins est atteinte.
La technique a été introduite par Kennel et al. [28] (aussi dans [37]). On trouvera une

implémentation efficace dans [19] et une discussion sur I'influence du bruit dans [50].

1.6.3 Délai temporel

Il est possible de définir plusieurs variables a partir d'une séquence temporelle unidi-
mensionnelle dans le but de reconstruire I'objet F(A). Ces nouvelles variables sont les

coordonnées a délai et prennent la forme de Y;(¢t), Yi(t+7), Yi(t+27),-- -, Yi(t+ (m—1)7),
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olt 7 renvoie 4 la composante du vecteur choisie. Le choix du délai est important et la
séquence temporelle originale est porteuse de l'information quant a son choix. Un bon

point de repeére, largement utilisé, est le premier zéro de la fonction d’autocorrélation.
N—t
F(r,7) = Z(:) (Y:(t) = (¥))(Yi(t + 7) — (¥3)) (1.41)
Ceci permet d’obtenir des variables qui sont suffisamment différentes les unes des autres
tout en n’étant pas complétement indépendantes. On peut aussi utiliser I’'approche de
Fraser et Swinney [9], qui utilise le concept d’information mutuelle moyenne issu de la

théorie de I'information de Shannon

(1.42)

I(r)= Y P(Y(t),Y(t+1))log, [P(Y(t))P(Y(t + 7))

PY(t),Y(t+1)) J
Y(£).Y (t+7) .
Dans cette expression, P(X) est une probabilité et P(X,Y) une probabilité conjointe,
toutes deux déterminées a partir d'une discrétisation de la séquence temporelle. L'idée
est de mesurer l'indépendance générale de deux variables. Fraser et Swinney suggérent de
choisir le délai corresponaant au premier minimum de la courbe d’information mutuelle
moyenne de la séquence (1.42). En général, ces deux méthodes donnent des résultats
semblables. Ce n’est évidemment pas une garantie que le choix est correct; en fait, les
parametres de reconstruction sont optimaux relativement a ’usage souhaité [16, 26, 61].

La reconstruction est différente, par exemple, si c’est la réduction du bruit qui est sou-

haitée.

1.6.4 Le cas de Rossler

Notre but ici est de développer un controleur qui n’utilisera que la variable z du systéme

de Réssler pour calculer la perturbation nécessaire a la stabilisation de I'orbite de période
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FiG. 1.8 - Parameétres de reconstruction de Ré&ssler. (gauche) Fonction d’auto-
corrélation. (milieu) Information mutuelle moyenne. (droite) Faux voisins. La séquence
test contenait 60000 points échantillonnés a tous les 0.01 unités de temps. Un délai de 150
correspond donc a un temps de 7 = 1.5 (sans dimension). Les routines algorithmiques

proviennent de {19].

1. Le premier zéro de la fonction d’autocorrélation indique qu’un délai de 1.5 est adéquat
(FIG. 1.8). L'information mutuelle moyenne corrobore ce résultat. La dimension de re-
couvrement a été fixée a m = 3, comme le prescrit le test de faux voisins. Ceci n’est pas
une surprise car l'attracteur original vit dans un espace a 3 dimensions. Les coordonnées
du systéme seront donc z; = z(t), T = z(¢t — 1.5) et z3 = z(t — 3). Sur la surface de
Poincaré définie par

L={z;=2,7, >0} (1.43)

on trouve la position du PF (z2p = —7.045 £ 0.001, z3r = —2.429 £ 0.001). Un contrdle
de type OPF a été réussi avec la variable z;. Le k estimé dans I’espace reconstruit vaut

-1.6. De méme, le contrdle OGY fonctionne dans l'espace reconstruit avec la linéarisation

—-2.41 -0.072
J= ( ) (1.44)

suivante autour du PF

—0.31 -0.011
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Le vecteur de sensibilité du PF sous perturbation a été calculé pour ép = 0.005 et vaut
ici
—1.09
g= (1.45)
—0.00196

Comme J et g sont connus, le controle de type MED (section 1.3) est aussi possible. Il a

été réalisé et les résultats, dans un scénario sans bruit, sont montrés a la figure 1.9. On

0 , - . . . - 040 — , - . . -
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FiG. 1.9 — Controle MED dans ’espace reconstruit. (gauche) Le contréle est établi
a t = 200 environ. (droite) La perturbation requise a la stabilisation.

note tout de suite que la perturbation requise ((dc/c) = 0.218%), bien que minime, est
plus grande de deux ordres de grandeur environ que son équivalent de ’espace réel. En
effet, les cas non bruités de OPF et OGY nécessitaient une perturbation autour de 1073%.
Une cause possible et trés probable est que la matrice jacobienne soit empreinte d’erreur
da a la pietre précision de la surface de Poincaré. Dans le cas de ’espace physique,
la section était obtenue précisément grace a une intégration a pas infimes. Ici, pour
respecter le paradigme expérimental, seule une interpolation linéaire sert & déterminer

les croisements a la surface. L’erreur sur les coordonnées est plus importante et il s’en
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suit que l’estimation de J est moins bonne. L’'état instantané du systeme, qui entre
dans le calcul de la perturbation, est aussi affecté par ce vice. Les techniques OGY
((8c/c) = 0.213%) et OPF ((dc/c) = 0.179%) subissent aussi le phénomene. La méthode
OPF est moins sensible parce qu’elle ne nécessite pas de linéarisation. Quoiqu’il en soit,
le controle est établi dans 'espace reconstruit et cela constitue un atout majeur pour
les expérimentateurs. C’est en quelque sorte une preuve tangible que 1'objet reconstruit

reproduit bien les qualités dynamiques de son alter ego physique.

1.7 Controle de Rossler avec les maxima de z

Pour compléter 'exploration du contréle chez Rossler, la stabilisation de l'orbite de
période 1 a été tentée en utilisant comme unique variable les maxima de z. Ceci revient

a recueillir I'ensemble

S ={z:2=0,% < 0}. (1.46)

L’application des z,; vs 2, (dite application de Lorenz) tirée de cet ensemble est tout ce
qu’il y a de plus unidimensionnel (FIG. 1.10), ce qui laisse croire qu'un contréle de type
OPF serait tout approprié. Le calcul de la sensibilité se fait facilement (k = —2) mais
I'orbite échappe rapidement au contréole. En fait, on assiste 2 une dérive relativement
lente de la variable puis le controle est perdu tout a fait. Méme en balayant une large
plage de valeurs de k, la stabilisation ne dure jamais trés longtemps, ce qui exclut une
erreur possible sur la détermination de k. Quelque chose, de toute évidence, ne va pas. Or,
Petrov et al. [43] s’étaient plaints de ne pouvoir contréler par OPF un systéme présentant
une belle application unidimensionnelle. Rollins et al. [53] ont réglé leur probléeme, et le

notre. en introduisant le controle RPF.
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1.7.1 Résultats—Controle RPF

La technique de la section 1.4 a été appliquée ici en ne tenant compte que de I'influence
de la perturbation précédente. Cette influence est évidente a la figure 1.10. Les quantités
estimées k, = —3.46 et ky = 1.52, de méme que la pente u = —2.42 de I’application
réussissent a stabiliser l'orbite. La figure 1.10 montre les résultats. On y voit un test
démontrant l'importance de la perturbation précédente sur le calcul de la rétroaction :
le contréle par RPF est obtenu puis I'influence de dp,_; est ignorée, ce qui équivaut a
un controle OPF. La stabilisation est perdue trés rapidement. Le contréle avec les 2y,
est donc plus sensible qu’avec z et y. Dans ces derniers cas, I'influence des perturbations
précédentes ne réussit pas a miner la performance de I'OPF. 1l est intéressant de savoir
que le contréle du chaos peut s’effectuer méme avec une information instantanée minimale

de I'état du systeme. Cela demande seulement un peu plus de travail.

r r v v T v 7.60
7.58]
25+ a J
7.56 7.58
20 7.54 .
1 7.52 ’a‘ 7.56
15! 750 \ ) 7.54
7.481
748750752754 7.56 758 s 752
10+ ]
* C 5.705 7.50 Passage au OPF
st A C=5.7 et C=5.705 1 48 (la stabilisation est perdue)
4
ot 1 7.46

0 ] 10 15 20 25 7200 7500 7800 9600 9900 10200 10500

z__(n) temps

zmax(n+1)

FI1G. 1.10 - Contrdle avec les maxima de z. (gauche) L’application de premier retour
des z.4; avec agrandissement autour du PF. (droite) Controle RPF activé puis passage

a un contrdle de type OPF.
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1.8 Controle d’orbites d’ordre supérieur

Jusqu’a maintenant, seule 'orbite instable de période 1 a été controlée. Or, la beauté
d’un systéme chaotique réside dans la richesse des comportements possibles. En effet, de
nombreuses orbites cohabitent sur 'attracteur pour des valeurs paramétriques données.
Le dynamicien peut changer a loisir le mode d’oscillation du systeéme a I'aide du controle.
La démonstration en est faite ici avec un contréle de type OPF dans ’espace des variables
réelles. La figure 1.11 montre ce genre d’exercice. Le tableau 1.2 résume les coordonnées

et les parametres de contrdle utilisés pour ce scénario.

Yr k
P1 | -855798 | -1.6
P3| -4.08215 | -0.66
P4 | -7.88037 | -1.4

TAB. 1.2 — Données pour le scénario de controle.
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FiG. 1.11 - Rdssler—scénario de contrdle (haut) Les trois orbites périodiques in-
stables controlées. (en bas, a droite) La section de Poincaré z = 2,z > 0 et la position
des orbites. (en bas, & gauche) Le scénario de contréle ou ’on passe successivement par
une orbite de période 1,3 et 4. Le contréle est maintenu respectivement 1500, 1000 et 500
cycles (1 cycle=1 orbite compléte). Voisinage de controle € = 0.01.
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1.9 Stabilisation dynamique

Il peut étre intéressant de maintenir le contrdle tout en variant un parametre. Il faut,
dans ce cas, ajuster les quantités nécessaires au calcul de la perturbation. En effet, comme
le parametre est changé, ainsi en sera-t-il de la position d’un point fixe par exemple.
Schwartz et Triandaf [65] ont jeté les bases de la théorie de la stabilisation dynamique
(tracking). que nous proposons d’explorer dans cette section. Un article paru en 1997
[64]. faisant une bonne revue de la question, servira de base aux expériences numériques
. L’espace des phases sera reconstruit a partir de la variable z de Réssler. La surface
de Poincaré et les parameétres de reconstruction sont les mémes que précédemment (7 =

1.5,m = 3).

La théorie de la stabilisation dynamique se base sur l'existence d'une courbe de points
fixes Xr(p) dans I'espace paramétrique d’un systeme. L’idée est de se rapprocher le plus
possible de cette courbe en ajustant la position d’'un PF. Tout d’abord, nous obtenons
précisément la position de deux PFs par récurrence. Ces deux points, correspondant a
des valeurs paramétriques rapprochées (c = 5.7 et ¢ = 5.705 ici), serviront de départ pour

des étapes successives de prédiction et de correction.

A toutes les 1000 unités de temps, nous augmentons/diminuons le parameétre p (c chez

Rossler) de 0.005. Nous faisons alors une projection linéaire de la valeur du point fixe

XFn+1 = XPp + (i{f') Ap. (1.47)
dp ) x,

Parce que nous évaluons la dérivée comme (Xr, — Xr,_:)/Ap. on estime que Xr, 41 =
2XFr,— Xrn_1.- Cette projection ne sera pas nécessairement sur la courbe des points fixes

et elle demande une correction. Schwartz et al. [64] ont démontré que la perturbation
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moyvenne a appliquer pour garder le contrdle est un indice de I’éloignement a cette courbe.

Intuitivement, ceci est raisonnable. Aussi, la prédiction sera corrigée comme

dXFr
XpW—XF—_(p> (1.48)
ou {p) est la perturbation moyenne que nous calculons sur les 10 derniers itérés. Du-
rant les 1000 unités de temps suivantes, le PF relaxe vers sa valeur optimale. La figure
1.12 montre une telle relaxation. Le temps de relaxation peut étre réduit; en fait, il
a été déterminé tout a fait arbitrairement et nous aurions pu demander a 'algorithme

d’augmenter/diminuer ¢ dés que (p) devenait suffisamment petit. '
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FiGc. 1.12 - Relaxation vers un point fixe. Le temps de relaxation est assez long ici,
pour éviter de brusquer le systeme et de perdre le controle.
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La figure 1.13 montre 'orbite stabilisée dans le diagramme de bifurcation. Notons que
ce diagramme de méme que la stabilisation se fait dans un espace reconstruit a partir de
la variable z de Rdssler. Le diagramme a été construit en accumulant les valeurs de z, a
la SP (1.43) pour plusieurs valeurs du parametre c. Les premiers points sont retranchés
pour éliminer la période transitoire et 100 points par tranche de parametre sont utilisés
pour tracer le diagramme. Le point de départ a été la valeur de parametre ¢ = 5.7. Puis,
la trajectoire a été stabilisée de part et d’autre. Vers les valeurs plus grandes, aucun
probléme n’a été rencontré jusqu'a ¢ = 8.3757 ou nous avons mis fin volontairement a
I'essai. Vers les valeurs plus petites, le contrdle est perdu autour de ¢ = 5.3. Ceci s’explique
par le fait que les parametres de contrdle (de type MED ici) ne sont pas valables sur toute
I’étendue balayée. Bien que la position du PF soit constamment remise jour, il n’en est
pas de méme pour le vecteur g ni pour la matrice jacobienne nécessaires au controle.
Pour s’assurer que l'orbite suivie est bien réelle, nous avons comparé le PF a ¢ = 7.5
de la stabilisation dynamique avec celui trouvé par récurrence pour la méme valeur de
parametre et avons trouvé la concordance recherchée (z(t — 1.5) = z, = —8.89 dans les
deux cas). La caractéristique la plus utile de la stabilisation est sans doute le maintien du
controle dans les régions paramétriques ou la dynamique est stable. Ainsi, il est possible
de passer allegrement a travers une région de stabilité de période 4 sans que la trajectoire
y soit attirée. Il est intéressant de noter que la stabilisation dynamique est effectuée ici
dans des conditions hostiles : espace reconstruit et controle MED. Le méme procédé avec
un contrdle plus simple (OPF) et dans I'espace réel devrait donc étre plus facile. 1] est
méme possible de penser 4 un mécanisme qui corrigerait le PF et le paramétre de controle

k. ce qui permettrait une stabilisation dynamique couvrant une large plage.
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Fi1G. 1.13 — Stabilisation dynamique de P1 chez Rdssler. Le contréle de I'orbite P1
de Rossler est maintenu sur une large plage paramétrique avec les mémes parametres de
controle.
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TAB. 1.3 — Résumé des résultats obtenus chez Réssler.

Orbite Méthode Variable Parameétre
P1-P3-P4 OPF y ¢ autour de 5.7
P1 OGY V.2 ¢ autour de 5.7
P1 MED (reconstr.) z(t + 1), z(t + 27) ¢ autour de 5.7

m=3etrT=15

P1 RPF maxima de z ¢ autour de 5.7
P1 MED (reconstr.) z(t + 1), z(t + 27) cde 5.3 & 8.3757
(Stabilisation dynamique) m=3etr=15

1.10 Discussion

La grande souplesse du controle du chaos a été démontrée au cours de ce chapitre. Le
tableau 1.3 résume les différents résultats obtenus jusqu’ici. Peu importe les variables
accessibles, il est possible d’établir une stratégie qui meénera a la stabilisation. Les tech-
niques de reconstruction permettent le contréle a partir d’'une seule variable, ce qui
ouvre la voie vers de multiples applications expérimentales. Aussi, la relative robustesse
des méthodes face au bruit prouve qu’il est possible et méme souhaitable de déborder
du cadre numérique. C’est ce qui sera fait au chapitre 4, qui explore le contréle du chaos
dans les systémes réels. Le chapitre suivant s’attaque a d’autres méthodes de contréle

moins traditionnelles.



Chapitre 2

Controle du chaos : nouvelles

tendances

Au cours des derniéres années, plusieurs concepts nouveaux ayant trait a
I’intelligence artificielle ont vu le jour. Ils se sont vite étendus au domaine
de la dynamique non-linéaire et a celui du contrdle du chaos. Ce chapitre
propose donc une revue de deux méthodes de contréle qui sortent du cadre

traditionnel : les réseaux neuronaux et ’apprentissage renforcé.

2.1 Le contréle du chaos par les réseaux neuronaux

Récemment. Yuen et Bau ont publié un article dans la revue Neural Networks portant

sur le contrdle de convection chaotique par réseaux neuronaux (RN) [80]. Le systeme a

38
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I'étude n’est pas nouveau; il a d’ailleurs été controlé dans le passé par d’autres méthodes
[66. 75. 79]. Nous reverrons donc brievement ce systéeme en faisant le parallele entre la
théorie et I’expérience. Le contrdle standard sera revisité dans le but d’établir une base de
comparaison des performances de chaque méthode. Puis, nous présenterons la procédure a
suivre pour créer un RN qui sera en mesure de stabiliser un processus chaotique. Ensuite,
la robustesse du controle par RN sera testée par quelques simulations numériques. Enfin,

les avantages et inconvénients de cette nouvelle méthode seront énumérés.

2.1.1 La boucle de convection thermique

L’objet d’intérét ici est un tube de verre recourbé en tore et rempli d’eau, se tenant dans
le plan vertical. Il est chauffé uniformément sur sa moitié inférieure et est refroidi de la
meéme fagon sur sa moitié supérieure. La dynamique du fluide a 'intérieur du tube a été

largement étudiée dans le passé [75] et elle peut se résumer aux équations suivantes

t = P(y—az) (2.1)
y = —T2-Yy (2.2)
z = zy—z+ WiRa. (2.3)

[ci, y et z sont respectivement proportionnels aux différences de température entre les
position 3 et 9 heures et 6 et 12 heures sur la boucle. Le terme W) est quant a lui le seul
coefficient survivant d’un développement en série de Fourier de la température de la paroi
du tube qui a mené aux équations (2.1-2.3). Celles-ci, avec W) = —1, sont équivalentes
aux équations développées par Lorenz en 1963 [33] pour modéliser des rouleaux de convec-
tion atmosphérique. Les parametres P et Ra sont respectivement les nombres de Prandtl

et de Rayleigh. Pour le présent systéme, on estime que P = 4. Les solutions de ces
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équations, qui dépendent de la valeur des parametres, sont variées; on retrouve des états
immobiles (z = y = 0, z = —Ra), stationnaires (z = y = £v/Ra — 1, z = —1), chaotiques
et périodiques. Dans ce qui suit, on s’intéressera aux solutions stationnaires i.e. au cas ou
le fluide tourne a vitesse constante dans le tube dans le sens horaire (B_) et antihoraire
(B+). On désire plus particulierement obtenir ces états dans des régions paramétriques
ou les solutions non-contrélées sont chaotiques. Les solutions stationnaires sont stables
dans la région 1 < Ra < P(P +4)/(P — 2) = 16. Au-dela de cette limite, la stabilité est

perdue a travers une bifurcation de Hopf sous-critique [71].

2.1.2 Controle—méthode linéaire

Le controle du comportement irrégulier du fluide passe ici par le calcul d’une rétroaction
en réponse a |'état actuel du systéme. Physiquement, il s’agit de varier, selon une certaine
loi de contrdéle, la température de la paroi du tube. Ceci est fait directement en ajustant la
puissance de I'appareil servant a chauffer le bas du tube. Dans le modéle mathématique,

on dictera la température de la paroi par I'’entremise de
K
W, =-1—-— - . >

Donc, il s’agit simplement d’augmenter ou de diminuer le chauffage proportionnellement
a I'écart existant entre I’état actuel du systéeme y(t) et I’état désiré yp. Ce type de contréle
linéaire est quelque peu différent dans son essence de celui développé par Ott, Grebogi
et Yorke [36]. En effet, ces derniers misent beaucoup sur l'utilisation de la dynamique
intrinséque du systéme pour stabiliser un état. La perturbation appliquée est tres fine et

le systéme dans son intégrité n’est pas changé. Ici, au contraire, il faut composer avec un
Y P
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nouveau systéme augmenté, I'équation (2.3) devenant

t=zy—~z—Ra-K(y—yp). (2.5)

Racyy

La solution B. est la méme pour ce systéme augmenté, sauf qu’il est maintenant possible
d’altérer la stabilité a 'aide de K. Il ne reste plus qu’a trouver les valeurs de K pour
lesquelles la solution est stable au-dela de Ra = 16, i.e. dans la région chaotique. La figure
2.1 montre les résultats d’une analyse de stabilité pour le nouveau systéeme (voir [75]).
La partie ombragée correspond aux combinaisons possibles de Ra et de K qui stabilisent

B. . La courbe supérieure, définissant les points de bifurcation, est donnée par

(2.6)

(PP-—a)(P+1)+ K -K\
P_2 '

Ra(P,K)=1+ (
Sans entrer dans les détails, mentionnons que d’autres parties de I’espace paramétrique de
la figure 2.1 sont associées a d’autres comportements (immobilité, mouvement périodique,
chaos). Pour vérifier si effectivement il est possible de stabiliser la solution B, pour des
valeurs de Ra > 16, quelques tests numériques ont été effectués. Dans le but d’obtenir
une simulation plus prés de la réalité, du bruit a été ajouté au systeme. L’équation (2.2)
devient

y=-zz—-y+¢§ (2.7)

ol £ est un nombre aléatoire situé entre -1 et +1 avec une probabilité uniforme. Il est tiré
a chaque pas d’intégration. Celle-ci est effectuée avec un intégrateur de type Runge-Kutta

(voir annexe A).

La valeur Ra = 26 a été utilisée, ce qui correspond a une solution By instable ou yr = 5.
Le contrdleur linéaire mesure en temps réel I'écart a I'état désiré (yp = 5) et corrige le

Ra.;s selon I'équation (2.5). Pour ajouter au réalisme, la correction n’est pas appliquée si
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F1G. 2.1 - Analyse de stabilité du systeme augmenté. La région ombragée engendre
des solutions stables.

elle dépasse 50% de la valeur de Ra, soit 13 ici. Ceci rend compte du fait qu’il est en réalité
impossible de changer instantanément la température de la paroi. La figure 2.2 montre
un controle réussi. La perturbation ne dépasse jamais +13, comme prescrit. Cette valeur
pourrait étre abaissée davantage mais il faudrait alors attendre plus longtemps pour
obtenir le controle. Il est intéressant de noter que la perturbation requise devient trés

faible lorsque le systéme est sous contrdle.

Systéme réel

Wang et al. [75) ont réussi a stabiliser le flot dans la boucle de convection de fagon

expérimentale avec le contréle linéaire. Pour bien comprendre pourquoi le mouvement
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F1G. 2.2 - Contréle linéaire de la boucle de convection. Apres quelques tentatives
infructueuses, le contréle est établi vers t = 20.

du liquide est chaotique dans la boucle, imaginons une petite perturbation venant ralen-
tir le fluide qui tournait alors de fagon constante. Ce petit ralentissement fait en sorte
que le liquide passe plus de temps dans la section chauffante/refroidissante, gagne/perd
alors plus/moins de chaleur et émerge de la partie chauffante/refroidissante avec une
température plus/moins élevée que d’habitude. L’eau sortant du refroidisseur a donc une
masse volumique plus grande et tombera plus vite vers le bas. De la méme fagon, I'eau
plus chaude montera plus vite ce qui, globalement, cause une augmentation de la vitesse
du fluide. Le processus décrit ici se renverse alors et le comportement global est fait
d’oscillations. Sous certaines conditions, ces oscillations s’amplifient et causent le com-

portement chaotique observé. Le réle du contrdleur ici est de détecter I'apparition des
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petites perturbations et d’en contrer I'effet en temps réel. Dans I’expérience, la variable

d’intérét est l'écart en température entre les positions 3 et 9 heures sur la boucle.

2.1.3 Controle—réseaux neuronaux

Maintenant que le contréle linéaire est connu, voyons comment un réseau de neurones
peut aider a stabiliser le méme systéeme!. L’utilisation de ces objets mathématiques en
repousse plus d’un; le principal reproche fait aux RN est qu’ils incorporent trés peu de
physique quand il s’agit de modéliser ou de contrdler. Pourtant, cette faiblesse peut tres
bien étre un avantage, surtout dans le cas de systemes dynamiques ou aucun modéle n’est
disponible. Ici, nous nous accommoderons du caractere boite noire de la démarche tout

en essayant d’en tirer profit le plus possible.

Nous nous sommes intéressés a un réseau simple constitué d'une seule entrée, de 10
neurones cachés et d’une seule sortie. La figure 2.3 montre I’ensemble du systéme controlé.
La quantité u calculée a la sortie du réseau vient dicter la température des parois par

"entremise de

u
Wi = —— (2.8)

Aussi, durant I'entrainement du réseau, Ra n’intervient pas. Le réseau apprendra im-
plicitement qu’une vaieur de sortie désirée (yp) correspond au point fixe d’une valeur

spécifique de Ra et convergera naturellement vers celle-ci. Les neurones cachés trans-

1Le lecteur intéressé pourra consulter [18] ou tout autre livre pour connaitre la base du vocabulaire

et du fonctionnement général des réseaux neuronaux.
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Réseau de neurones

Signal
desire o __Systémedynamique
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F1G. 2.3 - Description schématique du contréle par réseau de neurones.

mettent leur signal a travers la fonction d’activation sigmoidale

. 1
T l4ev

f(v) (2.9)

tandis que le neurone de sortie génere le signal de contrdle par la fonction identité
f(v) = v. Ce choix est arbitraire quoique la fonction sigmoidale mime un comportement
des neurones biologiques en rapport avec le taux de décharge. D’un point de vue plus
pragmatique, cette fonction est continue, lisse et dérivable. Ceci sera utile quand vien-
dra le temps d’impiémenter l'algorithme d’apprentissage par propagation inverse ( Back
Propagation Algorithm). Mathématiquement, le contrdle calculé est
10
u= bﬁ” + Zw,(z)f(v,—) (2-10)
i=1

avec v; = b,(l) + w,(l)(y — yp). Ici, les b; sont les seuils propres aux neurones ¥; et les w;

sont les poids synaptiques. Les suffixes réferent a la couche.
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Apprentissage par propagation inverse

L’entrainement du réseau consiste a ajuster les w,(j ) et les b,(j ) de fagon a réduire la fonction
d’erreur (2.18). Ceci peut étre fait par la technique de descente de gradient ou les poids
et seuils sont ajustés proportionnellement a la grandeur du gradient dans la direction
opposée a celui-ci.

(@ P)ens = @) — 1 (—) | 2.11)
ouw/,

Ici. 17 est le taux d’apprentissage. Il détermine la vitesse a laquelle ’erreur tombe sous
le seuil d’acceptabilité. De facon générale, un apprentissage plus lent (n petit) favorise
I'obtention d’une fonction de transfert ou I’écart entre le maximum et le minimum est
plus petit [78]. Concrétement, ceci se traduit par des perturbations plus faibles. On peut
aussi ajouter le terme m ((wfj))g - (w,gj)):-l) a I’équation (2.11). Cette quantité est le
momentum et détermine 'effet des changements passés sur la mise a jour actuelle des

poids. Il n’est pas utilisé ici (m = 0).

La principale difficulté dans la détermination des nouveaux poids et seuils vient du calcul
de la dérivée partielle. Dans le cas d’un réseau a une seule couche, le calcul est facile car
I'erreur dépend explicitement des poids. Pour les réseaux multicouches, il faut procéder
par dérivées en chaine. Nous référons le lecteur a [18] pour plus de détails. Nous mention-
nons simplement ici les relations d’apprentissage propres a notre réseau. La sensibilité de

la couche de sortie est
s® =-2ys—y) (2.12)

qui est propagée dans la couche cachée

5D = [1 = Py + b)) 0Py + )2 (213)
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Par la suite, les poids et seuils sont ajustés par les relations suivantes :

(wi)esr = (W) — ns®f (y(w)e + 6),) (2.14)
61 = (6P), - ns® (2.15)
(w§”)¢+1 = (w§‘))z—nys§1’ (2.16)
ey = (), — s (2.17)

Dans les équations précédentes, la fonction f est celle de I’équation 2.9.

Concretement, ’entrainement débute par l'attribution au hasard des poids et seuils.
La probabilité est uniforme et s’étend sur l'intervaile [—1, 1]. Ensuite, ’ensemble con-
troleur/systeme d’équations est intégré pendant une époque de 15 unités de temps sans
dimension. Nous utilisons les conditions initiales {z = 0.1,y = 0.1,z = —0.1}. A la fin

de chaque époque, l'erreur
1 & 2
E(w.b) = ==> (y — yp) (2.18)
205

est calculée. Ici, §2 est le nombre de données recueillies pendant une époque (Q =
15/pas d’intégration). Pour un systéme non bruité, 'erreur E peut étre réduite indéfiniment.
Si du bruit est présent, le réseau est dit entrainé quand l'erreur tombe en-deca d’un cer-
tain seuil d’acceptabilité. La figure 2.4 montre un exemple d’apprentissage. Le tableau
2.1 résume les valeurs de poids et seuils obtenus a la fin de I’essai. Plusieurs tests ont
été faits avec des taux d’apprentissage et des poids/seuils initiaux différents et la courbe
de transfert obtenue apres I'atteinte d’une erreur satisfaisante a I'allure de la figure 2.5.
Avant 'entrainement, la courbe est trés quelconque. En fait, on peut entrainer ce tvpe
de réseau pour imiter a peu prés n'importe quelle fonction. Plus elle est complexe, plus

de neurones cachés seront nécessaires. Dans notre cas, 10 neurones suffisent a ’atteinte
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TAB. 2.1 - Poids et seuils obtenus, n = 0.3.

w) | -7.45262 )| 6 | 1.80416 || wi® | 2.70578
wi | -10.2029 || 8V | 1.72614 || w$® | 3.06094
wi | -1.54103 | 65" | -0.740236 || w$? | 1.15026
wi | -4.81865 || " | 1.40726 | w$® | 6.21654
wit | 2.63294 || 6" | -0.480286 || w'? | -2.22328
w | -3.06643 || b | 0.0345074 || w$® | 5.99174
w | 2.44753 || B8V | -0.661505 || wi? | -2.299
wi | -5.35653 || 65" | 0.231088 | w® | 2.07538
wi | -11.006 || 6" | 1.66775 || w$® | 4.55164
wib) | -2.73018 || B | 0.736982 || w'? | 6.37635
b | 5.13161

48
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FiG. 2.4 - Diminution de l’erreur pendant I’entrainement du RN. Le réseau
de neurones devient de plus en plus performant. Le bruit stoppe la progression de la
performance. (Ra = 26, n = 0.3 et yp = 5)

du but. La figure 2.5 montre clairement que la fonction de transfert apprise par le réseau
est trés semblable a la fonction qui sert au contrdle linéaire. Une analyse plus poussée du
comportement du réseau (influence du taux d’apprentissage, convergence) est disponible
au chapitre 6 de la these de doctorat de M. P.K. Yuen [78]. Mentionnons simplement
qu’un taux d’apprentissage faible favorisera la convergence vers un minimum de I'erreur
possiblement plus bas. Par contre, il demandera plus de données (entrainement plus long)

pour Vv arriver.

Maintenant que le réseau est entrainé, il peut étre utilisé pour stabiliser le flot dans
la boucle de convection. Guelques tests concluants ont été effectués. En maintenant les

conditions qui prévalaient pour le contréle linéaire (perturbation maximale=13, bruit),
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F1G. 2.5 — Courbes de réponse comparées. Dans la limites des petites écarts y — yp,
la perturbation calculée est la méme pour le contréleur linéaire et par RN. Ici, Ra = 26

et yp = 5.

nous obtenons des résultats tres semblables. Il fallait s’y attendre, vu ’extréme ressem-
blance entre la réaction du contréleur linéaire et celle du contréleur RN (FIG. 2.5). Ici,
cependant, nul besoin de spécifier le Ra d’opération car le réseau a appris par lui-méme.
Aussi. une fois la stabilité atteinte, le u calculé varie autour de 26, valeur de Ra cor-
respondant a l'état stable yp = 5. La figure 2.6 montre le contréle obtenu. Le temps
nécessaire pour atteindre le contrdle peut varier selon le réseau utilisé et les contraintes

spécifiées mais n’est pas plus long, en général, que le temps requis au contréle linéaire.
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Fi1G. 2.6 - Contréle du flot dans la boucle de convection par RN. Résultats tres
semblables au contréleur linéaire (figure 2.2).
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2.1.4 Discussion

Plusieurs types d’architecture de réseau peuvent étre utilisés pour tenter le contrdle;
couches cachées multiples, connexions récurrentes...etc. Quelques-uns d’entre eux ont été
testés dans (80, 78] et il ne semble pas qu’il y ait une dépendance trés forte entre le type
de réseau retenu et la performance du contrdleur. La régle d’or est que Pentrainement doit
étre assez long pour pouvoir diminuer suffisamment ’erreur. Dans un cadre expérimental,
il semble que le contréleur par RN ait un avantage sur sa version linéaire. Le fait que
I'entrainement dirige le réseau vers la valeur de Ra désirée (correspondante au yp sou-
haité) peut étre trés utile. Si on utilise un contréleur linéaire, il faut avoir une idée de la
relation entre la quantité de chaleur @ que I’on fournit a la boucle (correspondant au Ra
théorique) et la variable d’intérét (AT5_g, différence de température entre la position 3
et 9 heures par exemple). Dans le cas du RN, en commengant avec un chauffage bas, le
controleur dirige tranquillement @ vers la valeur associée a I’état de sortie désiré. Cette
caractéristique vaut son pesant d’or, surtout en mécanique des fluides ou une relation

entre Q et AT;_g n’est pas connue a priors.

En termes de performance brute, il n’est pas vraiment possible de dire lequel des deux
controleurs est le plus efficace. La valeur RMS des oscillations de y dans I'état stabilisé
peut servir d’'indicateur mais il sera a peu prées toujours possible d’optimiser le contréleur
linéaire pour qu’il agisse comme le contréleur RN dans la limite des petites perturbations
(FIG. 2.5). En présence de bruit, 'erreur ne peut pas étre diminuée indéfiniment. Ceci
indique qu’une performance maximale doit éventuellement étre atteinte. Reste a savoir
si le contrdleur linéaire peut surpasser le controleur RN. Encore faut-il I'optimiser; or, il

n’existe pas vraiment de regles d’optimisation...
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Les réseaux de neurones peuvent donc étre utilisés pour contréler le chaos. Ils consti-
tuent un outil de plus dans I'arsenal du dynamicien quand vient le temps de s’attaquer
a un systeme chaotique. La capacité d’apprentissage semble étre un avantage, plus par-
ticulierement dans les cas expérimentaux. Le principal désavantage est le fait qu’aucune
ligne de conduite n’est disponible pour déterminer I’architecture et les parameétres d’ap-
prentissage optimaux. Reste aussi a savoir si on peut adapter les réseaux neuronaux
au controle de style OGY. L’idéal serait d’avoir un réseau qui détecterait les orbites

périodiques instables et qui les stabiliserait par la suite.

2.2 Contréle du chaos par apprentissage renforcé

L’apprentissage renforcé (reinforcement learning, RL) est un concept issu du domaine de
I'intelligence-machine. C’est une facon de solutionner des problemes d’optimisation et de
contréle. En fait, 'apprentissage renforcé (AR) est la combinaison de deux disciplines : la
programmation dynamique et |’apprentissage supervisé. Bien que trés pres conceptuelle-
ment des réseaux neuronaux, I’AR demeure une approche indépendante de ceux-ci. Elle
se distingue notamment par le fait qu’elle ne nécessite pas de banques de données pour
I'apprentissage, comme chez les RN. Ceci en fait un outil beaucoup plus général, capable
de réagir a des situations plus complexes. Une introduction & I’apprentissage renforcé est

présentée dans le Journal of Artificial Intelligence Research [25].

De fagon générale, le processus d’apprentissage consiste en ’élaboration d’une politique
d'action face a une situation. L’édification de cette politique est basée sur 'interaction du

systeme AR avec son environnement. I s’agit ni plus ni moins d’expériences du type essai-
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erreur jumelées a un systéme de récompenses et de punitions. L’utilisateur du systeme
AR n’a qu’a spécifier un but et le contréleur se chargera de I'atteindre le plus efficacement

possible.

Cette approche est trés intéressante dans un contexte de controle du chaos et elle a
été exploitée par S. Gadaleta et G. Dangelmayr [10]. Le contréleur qu’ils ont développé

remplit simultanément les cinqg conditions suivantes :

1. ne nécessite aucune description analytique du systéme ni aucune connaissance

préalable de la position de points fixes ou d’orbites périodiques instables (UPOs).
2. robuste sous I'influence du bruit et de la non-stationnarité.
3. permet la stabilisation de n'importe laquelle UPO.
4. permet le ciblage (targeting)
5. permet un contrdle en temps réel

Ceci se traduit concrétement par des avantages certains par rapport aux méthodes tradi-
tionnelles ; contrairement 2 OGY [36] par exemple, il n’est pas nécessaire d’attendre d'ap-
procher une UPQO pour agir. Nul besoin d’estimer la dynamique localement ni de trouver
les UPOs a partir d'une séquence temporelle. Bref, les auteurs croient que leur controleur

peut agir comme une boite noire intelligente dans des situations expérimentales.

2.2.1 Stratégie de controle

Soit un systeme dynamique
Xn+1 = F(X,.p) (2.19)
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ou F est supposée inconnue. La seule hypothese faite est qu’il existe un parameétre acces-
sible p dont le systeme dépend, du moins dans un voisinage autour de pg. Le systéeme doit
aussi étre chaotique pour p = pg. Comme pour les méthodes traditionnelles, le controle
est établi en appliquant de petites perturbations dp sur p. Celles-ci sont choisies dans
un ensemble fini de valeurs discréetes : dp € A = {6p;,dp2.---.0pm}. Le probleme du
controle se réduit alors a trouver une politique qui associe a chaque état X,, une action

dpn qui fera en sorte que le but est approché efficacement.

C’est ici qu’intervient I'apprentissage renforcé. Il s’agit d’apprendre a partir de I'interac-
tion entre un contréleur (qui prend des décisions) et 'environnement sur lequel il agit.
A chaque temps n = 1,2, ..., le controleur recoit une représentation w,(X,) € W de
I’état du systeme. [ci W est ’ensemble fini de tous les états possibles. A partir de w,,, le
controleur choisit dp € A a partir d’'une politique décisionnelle 7,(w,dp) (probabilité de
choisir ép,, si w,, = w) . Une récompense numérique r,,; lui est accordée en fonction de
la conséquence de sa décision. Concrétement, la politique décisionnelle est une table sur

laquelle le contréleur se fie pour prendre sa décision. Les entrées Q(w, §p) de la politique

" opy op2 ] dpm
wy | Q(wi,dp1) | Q(wi,0p2) | --- | Q(W1,0pm)
wo || @(Wa,dp1) | Q(W2,0p2) | -+ | @(Wa2,0pn)
wy | QW 8p1) | QW 8p2) | - | Q(wn,par)

TAB. 2.2 — Exemple d’une politique décisionnelle.

sont toutes nulles initialement. Elles sont ajustées a chaque fois qu’une décision est prise

selon que le but est atteint ou non. Par exemple, pour le contréle d’une orbite de période
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1. le but est atteint si w,4+; = W,. Les entrées Q de la politique décisionnelle contiendront
a la fin d’un entrainement I'information sur les récompenses numériques qui auront été

attribuées. Nous choisissons ici les récompenses selon

0 sile but est atteint
r= . (2.20)

—1 si le but n’est pas atteint

Deux méthodes pour ajuster les Q(w, dp) ont été implémentées®. Il s’agit de |'apprentis-

sage de type Q, introduit par Watkins [76],

AQn(Wn.0pn) = B[Tns1 + Ymax Q(Wni1,6p) — Q(Wn,dp,)] (2.21)
et de l'apprentissage de type Sarsa [72],

AQn(Wn.6pn) = Brn+1 + YQ(Wn+1,Pn+1) — Q(Wn, 6py,)). (2.22)

Dans ces expressions, les constantes 3 et « fixent le taux d’apprentissage, un peu comme
7 le faisait pour les RN. Elles prennent la valeur de 0.9 au cours de ce travail. Selon
Gadaleta et al. [10], ce choix n’assure pas la convergence vers une politique parfaite mais
permet au moins au duo systeme dynamique/controleur de s’adapter aux changements.
Ceci est tres utile dans des cas de stabilisation dynamique. Le terme max renvoie a la

plus grande valeur de  pour un état w.

Pour converger vers une politique efficace, il est nécessaire d'explorer tout I’espace des
état-actions [25]. Ceci est accompli a 'aide d’une politique de décision complétement
stachastique au départ et qui est figée en une politique déterministe avec le temps. Quand
elle est complétement déterministe, la politique choisit dp tel que

dp(w) = max Q(w,dp) (2.23)

2La démonstration ayant mené a ces résultats déborde du cadre de ce travail et nous référons le

lecteur intéressé aux publications correspondantes.
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i.e. le dp correspondant au @ le plus élevé pour un état donné. Avant, pendant la phase
d’apprentissage. il existe une probabilité e que I'action choisie ne soit pas celle correspon-

dant a I'équation (2.23). 1l s’agit de refroidire de 1 a 0.

2.2.2 Application logistique
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F1G. 2.7 - Différents profils de refroidissement—Tlinéaire, exponentiel et quadratique.

Dans un premier temps, 'application logistique X,+1 = RX,(1 — X,) a été utilisée
pour tester le fonctionnement de la stratégie de controle. Comme cette application est

comprise entre 0 et 1. il est simple d’associer X,, 2 un état w,. Pour un ensemble W =
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{0.1.2.--..100} contenant 101 états, w(X,) = [100X, + 0.5] ou les crochets indique
une valeur entiére. Le point fixe Xr = 1 — & =~ 0.737 pour R = 3.8 a été stabilisé avec
A = {-0.1,0,0.1}. Quelques tests ont été effectués dans le but d’établir si le profil du
refroidissement pouvait influencer les résultats. La figure 2.7 montre les résultats pour
des refroidissements linéaire, exponentiel et quadratique. A premiére vue, i} ne semnble

pas qu’il y ait une influence quelconque.
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Fi1c. 2.8 - Contréle du point fixe de I'application logistique. La fonction d’état-action
a été obtenue par @-learning sur 2000 (gauche) et 5000 (droite) épisodes avec refroi-
dissement linéaire. A gauche, 1001 états sont possibles tandis que 101 le sont i droite.
L’établissement du controle est trés rapide.

Pour chaque expérience, € passe de 1 a 0 en 5000 épisodes. Un épisode est complété quand
le but du contréle est atteint. Pour le point fixe, le but est atteint pour w{X,41) = w(X,)-
Une fois un épisode terminé, un nouvel état initial est tiré au hasard. Le temps moyen

pris pour atteindre le but, la pente A du graphique, diminue considérablement au fur et
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a mesure que les valeurs de Q{w, dp) sont ajustées. Les deux régles d’apprentissage pro-
duisent des résultats similaires. A la fin de I"'entrainement, une condition initiale aléatoire
prendra en moyenne environ 10 itérés avant d’atteindre le but, qui est de stabiliser I’or-
bite de période un. Pour le systéme sans contréle, le temps moyen avant d’atteindre
un voisinage de 0.005 autour de X est d’environ 160 itérés (calcul effectué avec 10000

conditions initiales aléatoires).

2.2.3 Controle en ligne

Cette méthode de controle permet aussi 'apprentissage en ligne {online). Il s’agit de
mettre la politique d’action & jour sans repartir d’'une nouvelle condition initiale apres
chaque épisode. C’est la seule différence avec l'algorithme décrit dans la section 2.2.1.
La figure 2.9 montre ce type d’exercice. En environ 25000 itérés, le controleur apprend
a stabiliser efficacement I'application logistique sans aucune information sur le systéme.
Le méme ensemble A est utilisé. D’un point de vue expérimental, cette performance est
intéressante; le contréleur apprend de fagon autonome comment agir pour stabiliser le

systéme.

Adaptation

La qualité principale du controle en ligne est sa capacité d’adaptation aux changements
de conditions. Cette caractéristique est démontrée a la figure 2.10. Pour cet exemple, la
valeur de R est d’abord fixée a 3.65 et le controle en ligne est établi. A partir du 10000ieme

itéré, R est augmenté de 0.0001 tous les 10 itérés. Le contréleur réussit a stabiliser le point
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F1G. 2.9 - Contréle en ligne du point fixe de I'application logistique. La fonction d’état-
action est construite par Sarsa-learning.

fixe bien qu’il y ait quelques échappées. De facon surprenante, celles-ci ne se produisent
pas nécessairement quand ’application oscille de fagon réguliére (orbites stables). Aussi,
les échappées ne surviennent pas a des valeurs de parameétres pour lesquelles R £+ 0.1
pourrait correspondre a un régime non-chaotique. Les résultats sont intéressants, dans
la mesure ou le contrdle du point fixe est maintenu sur des plages paramétriques ou le
comportement chaotique est absent. Des changements paramétriques plus radicaux ont
été tentés. La figure 2.11 montre les résultats. Une fois la politique de contréle édifiée, il

semble facile au contrdleur de rétablir la stabilité apres les changements paramétriques.
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F1G. 2.10 - Stabilisation dynamique en ligne. La figure du haut montre le diagramme
de bifurcation de ’application logistique et celle du bas la stabilisation du point fixe avec
dérive paramétrique. L’échelle du haut est valable pour les deux parties. L’apprentissage
est de type Sarsa avec réinitialisation a4 0 de Q(w, dp) pour chaque but atteint. Ceci
accélere le contrdle en ligne.
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F1G. 2.11 - Malgré des changements paramétriques assez brutaux, le contréleur réussit
a reprendre le dessus rapidement.
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2.2.4 Scénario de controle

A premiere vue, il semblerait que le controle d’orbites d'ordre supérieur soit facile. 1
n’y a que le but a changer dans l'algorithme d’apprentissage. Par exemple, pour une
orbite de période 2, celui-ci devient w,,,» = w, avec wW,4; # w,. Or, aprés quelques
expériences, force est d’admettre que tout n’est pas si simple. Pour obtenir des résultats
intéressants, il a fallu dicter a 'algorithme d’apprentissage que le but n’est pas atteint si

I'état u(X,) est prés du point fixe®. Ceci est quelque peu artificiel et attaque sérieusement

T M T v T v L] M v e ¥ hd R4 M T

1.0
0.9

T

0.8

A |

0.7 F
0.6 |
0.5

04

T

0.3

a4 o b 2 & & 1 0 b o1 a1 .1

0.2

L Y | " L A L A 1 1 L A 'l

0 2000 4000 6000 8000 100001200014000 16000
temps

FiG. 2.12 — Scénario de contrédle P1-P2-P1 avec R=3.7.

le caractére boite noire de I'algorithme. En fait, les politiques d’action obtenues pour des

périodes supérieures (> 2) n’ont pas conduit a la stabilisation de celles-ci. L’approche

3Les états 71 a 76 ne sont pas considérés comme un but atteint pour le contréle d’une orbite de

période 2.
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considérée ici est celle d'une intervention par période. Les résultats pour un scénario
simple. ou 101 états sont possibles, sont montrées a la figure 2.12. On peut y voir que
la stabilisation de I'UPO de période 2, dont les coordonnées sont X, = (0.880248 et
X> = 0.390022, est médiocre. L’état du systéme devrait osciller entre w = 88 et w = 39
mais le résultat obtenu est beaucoup plus diffus. C’est que plusieurs combinaisons d’états
possibles satisfont le but dans le voisinage de I'orbite. Nous avons donc tenté d’augmenter

le nombre d’états disponibles 2 1001 mais sans plus de succes.

2.2.5 Discussion

Cette méthode de controle est intéressante mais moins intuitive que les techniques stan-
dards. principalement parce qu’aucun argument géométrique n’est utilisé. Néanmoins,
elle a I'avantage d’inclure implicitement une procédure de ciblage ce qui peut étre pra-
tique dans certains cas. Une méthode de contrdle similaire, i.e. utilisant une table de
référence (look-up table), a été introduite par Petrov et Showalter [44]. La généralisation

en plusieurs dimensions est relatée dans [10].



Chapitre 3

Dynamique des billards classiques

Les systémes vus jusqu’a présent (Lorenz, Rossler) sont dissipatifs, i.e. qu'un
volume dans I’espace des phases se contracte dans le temps. D’autres types
de systémes conservent ce volume; ils sont dits hamiltoniens. Ce caractére
n’empéche pas un comportement chaotique, comme nous le verrons dans ce

chapitre.

3.1 Les billards classiques

Les billards de Birkhoff [3] sont des cas trés simples de dynamique hamiltonienne'. Il
s'agit tout simplement du mouvement sans friction d’une particule rebondissant sur

un contour quelconque. Pour un contour circulaire, 7(¢) = 1, le moment angulaire est

D autres cas incluent la dynamique céleste et le mouvement de particules chargées dans un champ
électromagnétique. Le probléme diamagnétique de Kepler (DKP), traité dans [45]. est un trés beau cas

de dynamique hamiltonienne. 65
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conservé ce qui permet d’extraire une solution analytique. C’est aussi le cas pour I'ellipse
de forme paramétrique r(p) = R/\/1+ €2cos?p. La quantité conservée pour ['ellipse
est le produit des moments angulaires par rapport aux deux foyers. Ces deux systémes
sont dits intégrables. D’autres contours, ou aucune solution analytique ne peut étre ob-
tenue, produisent des comportements qui peuvent étre complétement irréguliers. Dans
la plupart des cas, on observera un mélange plus ou moins complexe de régularité et
d’irrégularité dépendant des conditions initiales. Les billards sont en fait d’excellents ob-
jets de démonstration ; en déformant le cercle unitaire suffisamment, on parvient a rendre
le systéme chaotique [52]. I] est aussi possible de déformer un systéme hamiltonien en son
billard correspondant et d’en étudier les propriétés [5]. De plus, d'importants paralléles

existent entre les billards et le chaos dit quantique [70, 69, 31, 32].

3.1.1 Meéthode numérique

Korsch et Jodl [29] présentent une méthode pour la réalisation numérique du comporte-
ment dynamique des billards (FIG. 3.1). En connaissant ’angle ¢, du premier contact sur
le contour ainsi que I'angle d’incidence a;, il est possible d’obtenir les points d’impacts
P, subséquents. Il faut pour ce faire calculer 'angle 1 entre la direction positive de la

tangente et la direction radiale au point d’impact

tand, = o) . (3.1)

dr/de|,

Ensuite, on définit I'angle 3, qu’a la trajectoire avec la direction ¢ =0

ﬁn =7+ @Pnp+a, — 19!1- (32)
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En coordonnées polaires, la trajectoire rectiligne aprés I'impact n est donnée par

_ sin (,Bn - ‘Pn)
R(‘,O) - T(Cpn) sin (,Bn — (p) . (3'3)
Il ne reste plus qu’a résoudre
R(p) —1(¢) =0 (3.4)

a I'aide de la méthode de Newton pour obtenir la coordonnée ¢, 4; du prochain impact.

Le prochain angle d’incidence sera donné par

QAptl = Pn+l — Pn + Vp — Vns1 — Qp. (35)

/\ R@~

F1G. 3.1 - Description schématique du billard. Les différentes quantités nécessaires
au calcul de la trajectoire sont indiquées.

La méthode est simple et ne fait pas intervenir d’intégration numeérique, ce qui rend
le processus trés rapide. Les calculs ont été poussés jusqu’a une précision de 10™!2. Le
contour utilisé pour les futures simulations numériques est une déformation dipolaire du

cercle (¢ = 0)
r(p) =1+ €cosy (3.6)
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et dont la limite € = 1 est une représentation générique d’une cardioide (FIG. 3.2).

Nous appellerons ce systéme billard cosinus. Pour € = 0, nous retrouvons le cercle et le

FIG. 3.2 - Déformation du cercle en cardioide. De gauche a droite, € = 0,0.5 et 1,
(3.6).

comportement est strictement régulier.

Des variables normalisées pour tous les contours peuvent étre définies par

S) = 1 [*VFE@) + @r/de)de (3.7)
pla) = cos(a) (3.8)

ot L = S(2x) et S est une longueur d’arc.

[] est possible de trouver analytiquement la valeur de la matrice jacobienne dans I’espace

($.p), i.e. la matrice My, telle que

dS) dSy
= Mg (3.9)
dp: dpo

_ 9(51.p1)
Mo = —6(50,}70)' (3.10)

avec
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La figure 3.3 montre la géométrie permettant d’obtenir les éléments de la matrice. On y
voit que
lor(dag + dpg) = dSopsin(ag + dag + dpg) + dS; sin (a; + da;) (3-11)
= dSp[sin ag cos (dag + dyg) + cos ag sin (dag + dipg)]

+dS) [sin o, cosda; + cos a; sinda |

R

dSgsinag + dS; sina;

en ne conservant que les variations a l'ordre linéaire. Avec les équations (3.7) et (3.8), et

avec la relation entre les angles
dao + d(po = d(p1 - dal, (312)

on arrive apres un peu d’algebre a

1 1 {
M10= ( 7£+#& Z(_qoq;l) ) (3.13)
L(—p+&+2) -2+

avec ¢; = sina;. La quantité [ est la longueur du segment entre les points d’impacts P
et P, et p; est le rayon de courbure a o; :

(7.2 + 7_12)3/2

2 4 2r'% — rrt (3-14)

plp) =

avec 7 = r(p), ' = dr/dyp and 7" = d*r/dy?. Dans le cas du billard cosinus, nous avons

_ (1 +2ecosp+£2)3/?

plp) = 1 + 3ecos  + 2¢? (3.15)

et

lio = \/7(1)? + 1(0)? — 2r(1)r(1w0) cos (1 — ¥o)- (3.16)

Il est aisé de vérifier que le déterminant de Mo est égal a 1, comme il se doit pour

un systeme conservatif. Des tests ont été effectués pour savoir si la matrice jacobienne
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reconstruite a partir des données ressemblait a celle obtenue anaiytiquement. Heureuse-
ment. les deux matrices concordent trés bien jusqu’a 4 ou 5 décimales, ce qui indique
que notre méthode de reconstruction est efficace (voir section 1.2.1). La matrice Mg
est définie analytiquement dans I’espace des variables (S, p). Pour I'obtenir dans I’espace

(y.a). nous appliquons la régle de Leibnitz a I'équation 3.7 pour obtenir

di,»f;s) N %[Tg(cp,-) + ()] = As. (3.17)
Avec
@ = —sina; = Bi, (3'18)
da
nous trouvons que la matrice jacobienne J,o de I'espace (p, a) est
Ao Af Bozg
Jio= ( o 1 o 12 ) (3.19)
FM P Mx
Le déterminant de cette matrice
B
detdyo = ﬁ‘l’ =2 detMig (3.20)

n’est pas nécessairement égal 4 1. Cependant, pour un parcours fermé—une orbite—il doit
I'étre. L’ensemble des conditions respectant cette caractéristique des systémes conservatifs
serait donc I’ensemble des orbites possibles. Il reste a voir si I'on peut trouver des UPOs

de cette facon.
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dS, sin(a,+da,)

L,

dS, sin(a,+da,+dg,)

N

da,+de,
™~

F1G. 3.3 - Géométrie pour déterminer la matrice jacobienne analytique. Tiré
de [2].
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Les trajectoires dans le billard cosinus s’inscrivent sur des courbes invariantes dans l'es-
pace des phases (¢, a) ou (S, p). Au fur et a mesure que € est augmenté, ces courbes sont
détruites pour laisser la place a des bandes chaotiques. Pour € = 0.3, la figure 3.4 montre
une trajectoire réguliere, une autre chaotique et l'espace des phases correspondant. La
trajectoire réguliére a été tracée en gras sur cette figure pour bien montrer qu’elle se

trouve sur un ilot de régularité.

10

08 )

004

F1G. 3.4 - (en haut a gauche) Trajectoire réguliére, 500 points, g = 3.2,a0 = 2.1. (en
haut a droite) Trajectoire chaotique, 500 points, ¢ = 1.5, ap = 1.5. (en bas) Espace des
phases pour € = 0.3. En plus foncé, la trajectoire réguliere.
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3.1.2 Controle du chaos dans les billards

Une avenue intéressante de la dynamique des billards classiques est évidemment leur
contrdle. Bien plus qu'un simple jeu, cet exercice peut ouvrir la voie a des réalisations
expérimentales trés prometteuses [15]. En fait, les billards peuvent étre vus comme des
systéemes mésoscopiques. Ceux-ci, bien que relevant clairement de la mécanique quan-
tique. se prétent trés bien a des approximations de nature statistique. C’est le cas notam-
ment du mouvement d’un électron dans un puits de potentiel bidimensionnel. Les solu-
tions quantique (équation d’onde) et classique (rebonds sur le contour) sont étonnamment
semblables (voir [20]). Le contréle est d’zutant plus intéressant dans ce cas car il permet
de stabiliser un objet quantique avec des actions classiques (déformation du contour).
C’est ce qui sera fait ici, la déformation du contour étant induite via le parametre d’ec-

centricité ¢.

La localisation des UPOs se fait tout d’abord par récurrence. Par la suite, un schéeme
itératif de Newton en 2D permet d’obtenir avec précision les coordonnées de l'orbite. Les
caractéristiques de stabilité d’un point d’'une UPO sont obtenues comme a I’habitude :
I’'accumulation de points voisins et de leur images permet d’obtenir la matrice jacobienne
en ce point (voir section 1.2). Un scénario de controle de type MED pour € = 0.3 a été
effectué avec des orbites de période 4, 5 et 9. Le tableau 3.1 rassemble les parametres de
contréle utilisés. La figure 3.5 montre les résultats. Notons qu’un contrdle de type OGY

donne sensiblement les mémes résultats.
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©0 ag Ju | Jiz | Ja | Iz g g2
P4 ] 5.65221392136 | 2.3691056915 | 1.960 | 9.544 | 0.269 | 1.823 | 0.385 | 0.0912
P35 | 2.12424659786 | 1.23775192119 | 3.465 | 16.69 | 0.325 | 1.870 | -1.733 | -0.0843
P9 | 5.17021227538 | 2.46200860655 | 3.001 | 29.88 | 0.281 | 3.215 | 1.025 | 0.251

TAB. 3.1 — Parametres de contréle pour billard.

3.2 Discussion

Il a donc été démontré que le contrdle d’une trajectoire chaotique dans un billard est
possible. du moins numériquement. Reste a savoir si on peut espérer appliquer cette sta-
bilisation a des systéemes physiques réels. Le cas du billard cosinus est expérimentalement
complexe car la réalisation d'une déformation physique par l’eccentricité semble uto-
pique. Un contour tel le stade (deux demi-cercles rattachés par des segments droits)
offre, & premiere vue, des simplifications techniques majeures ; en effet, il est possible de
contrdler une trajectoire dans un tel objet en variant non pas I’eccentricité mais la lon-
gueur des segments droits. Ce pourrait étre réalisé avec un champ électrique par exemple.
Ceci nous amene a discuter du contrdle du chaos dans les systémes concrets, ceux des
laboratoires de mécanique, de chimie, de biologie...etc. Le chapitre suivant propose donc
une incursion dans le monde réel, plus spécifiquement celui de I'optique. Nous quittons
donc le confort relatif des séquences synthétiques précises a 10~ pour nous attaquer a

celles plus hostiles issues d’un environnement bruité et non-stationnaire.
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Chapitre 4

Détection de déterminisme

Des séquences expérimentales ont été obtenues dans le cadre d’une collabo-
ration avec le Centre d’Optique et Photonique Laser de 1'Université Laval.
Des indices permettent de croire que le moteur moléculaire [11, 58] a I’étude
oscille de fagon chaotique dans certaines configurations. Il serait donc pos-
sible, en théorie, de contrdler ce systéme. Ce chapitre présente 1’analyse de

séquences expérimentales et les conclusions s’y rapportant.

4.1 Préliminaires

Le controle expérimental du chaos a été démontré pour la premiére fois en 1990 par Ditto
et al. [6]. peu de temps apres I'article fondamental de OGY [36]. Il s’agissait de la stabi-

lisation du comportement d’un ruban magnétoélastique soumis a un champ magnétique

76
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périodique. La procédure de contréle ne nécessitait aucun modele et s’effectuait par de
faibles perturbations sur un parametre du systéme, exactement comme OGY [’avaient
fait pour I'application de Hénon. Par la suite, d’autres systemes ont pu étre controlés
par 'exploitation de leur caractere chaotique : une boucle de convection thermique [66),
un circuit électronique [22], du tissu cardiaque en fibrillation [12], un systeme de laser
[13] et une réaction chimique [42]. Tous ces cas de controle expérimental nécessitent, en

général. les étapes suivantes :

1. Identification du systéme
Le systéme a I'étude doit d’abord étre reconnu comme étant chaotique déterministe,
i.e. qu’il ne provient pas d’un processus stochastique pur. L’allure d’une application
de premier retour ou d'une section de Poincaré quelconque est souvent un bon
indicateur de la nature du svstéeme. D’autres tests plus quantitatifs permettent
une meilleure appréciation de la nature de la dynamique. Il s’agit le plus souvent
d'un test de prédiction jumelé 4 une étude statistique effectuée avec des données
synthétiques (surrogates).

2. Détection d’orbites périodiques instables (UPOs)
La localisation des UPOs dans les systémes expérimentaux est rendue difficile par
la présence de bruit et la faible longueur des séquences temporelles. La technique
de base reste la recherche par récurrence mais d’autres méthodes utilisant la dyna-
mique peuvent aider a la détection’.

3. Choix d’une méthode de controle et calcul des quantités requises

La nature du systéme impose souvent le choix de la méthode de contrdle a utiliser.

La simplicité globale de la technique et I'accessibilité aux quantités requises de-

'L'article de So et al.[68] constitue un bon point de départ en ce qui concerne les techniques de

détection de UPOs.
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vraient guider ce choix. Autrement dit, un controle de type OPF est préférable dans
les cas expérimentaux. Il faut évidemment que le systeme réponde aux prérequis

de la méthode.

4. Controdle expérimental
La réussite de |'étape ultime dépend de la qualité se dégageant des étapes précédentes.
Malgré tout, il se peut que des effets indésirables (bruit, non-stationnarité) viennent
gacher les efforts investis. Dans bien des cas, un ajustement fin des parameétres de

controle est nécessaire a la bonne marche de la stabilisation.

On espeére pouvoir caractériser convenablement la dynamique du moteur moléculaire pour
éventuellement en contrdler le comportement. Ce que 'on cherche, c’est une dynamique

de basse dimension pour laquelle une méthode de controle serait efficace.

4.2 Description de I’expérience

Le syvstéme a |’étude consiste en ’'interaction lumiére/matiére se produisant dans une cel-
lule de cristaux liquides éclairée par un faisceau laser. Différentes configurations expérimen-
tales permettent I’'observation de comportements variés. Ici, un faisceau d'un laser a I'ar-
gon (514.5nm) incident a angle droit et ayant une polarisation circulaire, est dirigé sur
une cellule contenant des cristaux liquides (100um d’épaisseur, matériau E7). En variant
I'intensité, on observe sur un écran d’observation la formation d’anneaux de diffraction.
L hypothése de base est que I'intensité horizontale (en polarisation) détectée au centre du
patron d’anneaux est représentative de la dynamique du systéme. Les séquences tempo-
relles (échantillonnage 5 fois par seconde) de cette intensité horizontale seront analyvsées

a l'aide de différents outils qui ont fait leurs preuves sur des séquences synthétiques pro-
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duites numériquement. Les séquences expérimentales recueillies sont montrées a I’annexe

B.

4.3 Analyse des données

Les méthodes développées dans le cadre du nouveau paradigme du chaos déterministe
ont suscité I’'enthousiasme dans plusieurs champs de compétence scientifique. Les quan-
tités et concepts utilisés autrefois par les mathématiciens et les physiciens sont entrés
dans les laboratoires de biologie, d’optique, de finance, de médecine...et la liste ne cesse
de s’allonger. Le vent d’optimisme soulevé par ces nouveaux outils est dii en grande
partie aux résultats parfois spectaculaires qu’ils génerent. Le contréle expérimental du
chaos, par exemple, a permis une compréhension nouvelle de certains phénomenes phy-
siques. La prédiction non-linéaire a suscité un renouveau dans le monde financier et
I'anticipation de défaillances comme I’épilepsie a relancé la recherche vers des solutions
non-pharmaceutiques. Dans un tel contexte, ou les attentes sont trés grandes, plusieurs
publications sont apparues sans que celle-ci aménent un éclairage véritablement nouveau.
Les exemples de récupération douteuse sont dus, en général, a I'utilisation a I’aveuglette
des outils algorithmiques et a une interprétation naive®. Dans la plupart des cas, le princi-
pal probléme est relié au postulat de base : le systéme a I’étude est chaotique déterministe.
Une telle affirmation se doit d’étre vérifiée, surtout dans un contexte expérimental. Si elle
ne 'est pas, il faut étre en mesure de dire en quoi les outils de la dynamique non-linéaire

sont supérieurs aux autres méthodes d’analyse.

2[24, 23, 77) sont des exemples récents pigés au hasard.
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Le besoin d’une stratégie d’approche scientifiquement rigoureuse est évident ici. Schreiber
présente dans [61] une revue des probléemes reliés a I’utilisation a outrance de la théorie
du chaos. Il propose des solutions intéressantes et une ligne de conduite a suivre pour
aborder les séquences temporelles issues du monde réel. Cet article sera a la base du tra-
vail d’analvse des séquences provenant du systéeme laser/cristaux liquides. La grande
partie des algorithmes utilisés ici sont tirés du progiciel TISEAN [19], disponible sur

http ://www.mpipks-dresden.mpg.de/~tisean.

4.3.1 Approche linéaire

Il serait inapproprié de se lancer dans une analyse non-linéaire de séquences temporelies
sans avoir au préalable tiré I'information linéaire disponible. Par la suite, les outils non-
linéaires pourront entrer en jeu. L’idée est de déterminer lequel des deux modeles, linéaire

ou non, réussit le mieux a décrire les observations.

Dans un premier temps, le spectre en puissance de Fourier a été obtenu pour chacune des
séquences. Un temps transitoire a été enlevé pour chaque séquence. Le tableau B.1 en
annexe résume les coupures effectuées. La figure 4.1 montre les résultats pour les quatre
intensités les plus faibles. Le caractére périodique de la séquence a 225 mW s’exprime par
le pic centré a 0.02777 Hz, soit 36 s. Pour les deux séquences suivantes, 250 et 275 mW,
le spectre est plus large, signe d’un comportement possiblement chaotique. Le pic le plus
grand se situe pour ces deux séquences au méme endroit, soit 1.6479 x 10-2 Hz. L’analyse
de la séquence a 300 mW s’est faite en deux parties : une ou toute la séquence a été utilisée
et une autre ol seulement le segment 500-1500 s a été soumis au FFT. Le spectre du

segment. démontre bien le pic a 0.10254Hz (9.75 s) tandis que 'autre est plus diffus a
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cause de la non-stationnarité observée. D’ailleurs, il est possible de quantifier celle-ci par
des mesures (moyenne, variance, dimensions...etc...) prises sur différentes fenétres de la
séquence. Ce travail n’est pas fait ici puisque I'allure générale en dit assez long, i.e. qu’il

est évident qu'une dérive causée par un élément extérieur est présente.
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F1G. 4.1 — Spectres de Fourier I—Les séquences a 250 et 275 mW ont un spectre plus
étendu. L’élargissement du spectre a 300 mW est dii 4 la non-stationnarité de la séquence.

Dans une étude datant de 1993, Cipparrone et al. [4] ont conclu & un comportement

chaotique du systéme laser/cristaux liquides dans un montage trés semblable a celui
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utilisé ici®. Leur raisonnement se base essentiellement sur 1’étude des spectres de Fourier :
avec I'augmentation de I'amplitude, une cascade de dédoublement de période semble se
produire. De plus. le calcul de I’exposant de Lyapunov maximal donne un résultat plus
grand que 0. signalant ainsi la présence de chaos. Dans le cas présent, il est difficile de
conclure a un dédoublement de période avec I’'augmentation de l'intensité. Le spectre
devient plus large. mais ce n'est pas une condition suffisante au diagnostic chaotique. Les
séquences a 325-350-375-400 mW (figure 4.2) montrent un comportement somme toute

assez régulier. 1 faudrait chercher la cascade de dédoublement dans la zone 225-250 mW.

Un changement qualitatif spectaculaire survient pour les intensités 425-450-500 mW. Le
temps caractéristique d’oscillation du systeme augmente radicalement (facteur ~ 20).
A ce jour. rien n’explique ce phénomeéne et il mériterait d’étre étudié davantage. Pour
le reste. ces séquences ont produit des spectres peu fiables, du fait que les données ne

contiennent pas assez d’oscillations.

3La principale différence vient de I'angle d’incidence du laser, qui n’est pas 4 90 degrés dans leur cas.
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F1G. 4.2 - Spectres de Fourier [I-——Le comportement régulier périodique est mis en
évidence par I’étroitesse des pics.
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F1G. 4.3 - Spectres de Fourier I1I—Le petit nombre d’oscillations diminue la qualité de
la statistique.

4.3.2 A la recherche de non-linéarité et de déterminisme

Les séquences a 250 et 275 mW sembient plus riches, dynamiquement, que les autres.
Il n'est malheureusement pas possibie de conclure pour l'instant de fagon positive a la
présence de chaos déterministe. Par contre, il existe des tests permettant de détecter
le caractere non-linéaire d’une séquence. Ceux-ci ont été éprouvés sur des séquences
numériques et se sont montrés relativement fiables. Les sous-sections suivantes présentent

quelques-unes de ces méthodes.

Utilisation de données synthétiques (surrogates)

L utilisation de données synthétiques s’'impose de plus en plus dans le traitement statis-

tique des séquences temporelles. Un article fondamental sur le sujet, et en rapport avec la
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dynamique moderne, est certainement celui de Theiler et al.[74] paru en 1992. Les tests
effectués avec les données synthétiques comprennent deux aspects : une hypothése nulle
a confronter aux données observées et une statistique discriminante. L'idée est de rejeter
I'hypothése nulle en démontrant qu’elle n’est pas adéquate pour décrire les observations.
Cette discrimination est faite sur la base d’'une mesure statistique. Le dynamicien aura
avantage a choisir cette derniére parmi la gamme des nouveaux outils non-linéaires :

dimensions. exposants de Lyapunov, prédictions...etc...

Les données synthétiques sont créées pour respecter les caractéristiques de I'hypothese
nulle choisie tout en conservant certaines propriétés des données observées : moyenne,
variance. spectre de Fourier... Dans le cas présent, I'hypothése nulle consiste a supposer
que les données ont été produites par un processus linéaire stochastique gaussien. Si les
constructions synthétiques et les données originales engendrent des résultats statistique-
ment différents pour des mesures non-linéaires, alors I’hypothése nulle pourra étre rejetée.
Par contre, cela ne veut pas nécessairement dire que les observations proviennent d’un
svstéme non-linéaire; il est seulement possible d’affirmer qu’elles ne proviennent pas d’un

processus stochastique linéaire.

Les séquences synthétiques produites ici le seront par transformée de Fourier a amplitude
ajustée (AAFT) [74] avec I'amélioration proposée par Schreiber et Schmitz [62]. En fait,
la routine surrogate de TISEAN fera le travail. Quelques tests ont d’abord été effectués
avec la variable z du systeme de Lorenz. La figure 4.4 montre que le spectre de Fourier

est conservé sous la transformation. Il en est de méme de la fonction d’autocorrélation.

La prochaine étape consiste a choisir une mesure a laquelle seront soumises les données

originales et synthétiques. Schreiber et Schmitz [63] ont discuté du pouvoir discriminant
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F1G. 4.4 - Données synthétiques : comparaison. Les données synthétiques ont les
meémes caractéristiques spectrales que les données originales (variable = de Lorenz)

de plusieurs mesures : dimension de corrélation, prédictions, réversibilité temporelle, au-

tocovariance de degré supérieur, etc... Il s’est avéré que l'efficacité de chacune de ces

mesures €tait grandement dépendante de I’application étudiée. Il semble toutefois que la

prédiction soit un outil de choix. Dans le cas de séquences réelles, ou il est impossible de

vérifier la puissance d’un test, vaut mieux utiliser cette mesure, qui présente I’avantage

de ne pas dépendre de beaucoup de parametres.
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Prédiction non-linéaire

Deux outils de prédiction non-linéaire ont été utilisés pour obtenir une mesure statistique.
Le premier en est un d’ordre 0, soit la routine zeroth de TISEAN. La valeur prédite d’un
point de la séquence est la moyenne des valeurs futures de ses voisins

- 1
Xnvk = 57— O Xjtk. (4.1)
(24 X, EUn

Ici. U, est le voisinage de X,. Tous les points de chaque séquence® furent utilisés pour
établir la valeur RMS (4.3) de I’erreur de prédiction, qui est de ce fait qualifiée d’erreur
intra-échantillon (in-sample error). Dans chaque cas, le voisinage utilisé comprend 30
voisins. Les parameétres de reconstruction ont été établis par la technique des faux-voisins

(dimension) et par la fonction d’autocorrélation (délai). Le tableau 4.1 résume ceux-ci.

TAB. 4.1 — Parametres de reconstruction

Séquence | m | T
Rossler _H—B_ 145
Lorenz | 3 | 58
225mW | 3 | 50
250mW | 5 | 58

275 mW | 5 | 80

Les séquences (Rossler, Lorenz, 225mW,250mW et 275mW) analysées sont toutes issues
de processus continus. Il est alors important d’étre prudent dans l'interprétation des

résultats de prédiction. Une séquence suréchantillonnée (taux d’acquisition beaucoup

‘Exception faite du temps transitoire, voir tableau B.1.
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plus grand que le temps d’oscillation caractéristique du systéme) donnera assurément de
bon résultats a court terme mais ceux-ci sont biaisés. Ici, le temps que prend la fonction
d’autocorrélation pour atteindre 0 (7o) servira de phare pour toutes les séquences. Les
performances de l'outil de prédiction seront jaugées a I'intérieur de la plage de prédiction
[1.27]. A I'instar de Salvino et al. [57), la performance sera ramenée & un seul nombre,

soit :
1
27'0 —1

210

/ [1— e(t)]dt (4.2)
1

ou €(t) est l'erreur normalisée

((X(t) = X()]H1/?
([X(t) = (X)]$)1/2

Ainsi. P = 1 signifie une excellente capacité de prédiction et P = 0 une incapacité totale.

e(t) = (4.3)

La figure 4.5 montre les résultats obtenus. Les valeurs de P correspondantes se trouvent

dans le tableau 4.2.

Un outil de prédiction non-linéaire d’ordre 1 a aussi été implémenté. Comme le montre la
figure 4.5. son efficacité est supérieure dans tous les cas avec tous les parameétres inchangés
(voir aussi tableau 4.2). Son fonctionnement repose sur une régression linéaire calculée
localement dans un voisinage U,. L’hypothése de base est qu’une fonction F telle que
X.+1 = F(X,,) existe en premiére approximation. Le développement en série de Taylor
de cette fonction, jusqu’au premier ordre, introduit les inconnues J,, et b, qui peuvent
étre déterminées par minimisation de

02 = 2 (xj+l - Jnxj - bn)2 (44)

xJ Gun

La prédiction est alors X,y = Jo X, + b,,.

Comparons maintenant ces résultats avec des données synthétiques. Celles-ci ont le méme
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FiG. 4.5 - De meilleurs résultats sont possibles avec I'outil de prédiction a régression
linéaire. Voir texte pour discussion.

spectre de Fourier, et donc la méme fonction d’autocorrélation que ies données origi-
nales. La figure 4.6 montre les résultats pour Lorenz de méme que pour les séquences
expérimentales a 250 et 275 mW. Dans le cas de Lorenz, il est clair que I’hypothese
nulle peut étre rejetée. La performance de prédiction passe de 68.8% a 27.8%. Du c6té
expérimental, il existe un léger avantage de performance des séquences originales sur les
séquences synthétiques (voir tableau 4.2). Pour confirmer statistiquement cet avantage,
V'exercice a été repris plusieurs fois (20) avec des données synthétiques différentes®. Il est
alors possible de tracer les fourchettes d’incertitudes. Le graphe 4.7 montre les résultats
pour la séquence a 250 mW. Sur la base de celui-ci, il semble possible de rejeter I'hy-

pothese nulle.

SKugiumtzis [30] sert une mise en garde contre I'utilisation de 1'algorithme AAFT de génération de

données synthétiques. Néanmoins, ce dernier a été utilisé ici.
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FiG. 4.6 - La performance est semblable pour les séquences expérimentales et leurs

équivalents synthétiques.

TAB. 4.2 - Capacité de prédiction sur 27,.

Séquence | Porareo(%) | Pordre1 (%) | Pordrer (%) (synth.)
Rossler 97.5_ 99.9 —
Lorenz 56.8 68.8 27.8
225mW 67.1 69.7 —
250mW 47.3 63.6 54.3
275mW 39.8 58.4 51.5
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FI1G. 4.7 - La différence entre les données observées et synthétiques est statistiquement
significative. La courbe est la moyenne sur 20 essais de données synthétiques et les barres
d’erreur représentent 1'écart-type.
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Caricature de la dynamique

Une mesure développée par Kaplan et Glass en 1991 [27] permet de tracer un portrait
grossier d'un flot. S’il y a une certaine cohésion dans celui-ci, elle apparait clairement
sur un diagramme de vecteurs. Ce dernier est créé en enregistrant les passages de la
trajectoire reconstruite sur une grille plus ou moins fine, dépendant de I’échelle d’obser-
vation désirée. Pour chaque passage k dans une boite j, les coordonnées d’entrée et de
sortie sont transformées en un vecteur unitaire v ; s’alignant sur I'axe entrée-sortie. Puis,
pour chaque boite, un vecteur résultant est calculé en sommant les contributions des n;

passages,

V, = &.& (4.5)

n;

Cet exercice a d’abord été effectué sur une séquence de la variable z du systeme de
Réssler. La grille utilisée est de 32x32 et la dimension de reconstruction a été fixée a 2. La
figure 4.8 montre bien ’écoulement. Evidemment, si la direction du flot calculée dans une
boite est constante, comme cela devrait I’étre pour un systéme déterministe a une échelle
appropriée, le vecteur résultant sera aussi unitaire. A linverse, un flot complétement
désordonné créera un vecteur V; tel que |V;| — 0. Il est donc possible de définir une
quantité qui mesurera la cohésion du flot en général. Comme la statistique dépendra du
nombre de passages dans chaque boite, cette quantité devra aussi en dépendre. Il apparait
donc naturel d’utiliser la moyenne de la norme des vecteurs V; sur les boites qui sont
visitées n fois.

Ln= (V;])ny=n (4.6)

Le test de données synthétiques a aussi été mis a contribution ici. La figure 4.9 montre

le diagramme produit par 1'algorithme pour Lorenz et une séquence synthétique ayant le
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Fi1G. 4.8 — Caricature de la dynamique pour la variable £ de Réssler. Le délai donné ici
correspond a un nombre de données et non au temps absolu.

meéme spectre de Fourier. Le manque de cohérence est nettement visible sur le diagramme

de vecteurs des données synthétiques.

La quantité de I’équation (4.6) de méme que I'écart-type associé ont été calculés pour
Réssler, Lorenz et des données synthétiques de Lorenz. Ces derniéres se distinguent
nettement du comportement déterministe des deux autres. Une remarque importante
s’'impose cependant : la reconstruction effectuée ici est bidimensionnelle. L’attracteur re-
construit ne sera donc pas un difféomorphisme dans la grande majorité des cas réels. Il
faudrait idéalement faire le test dans une dimension de recouvrement m suffisamment
grande. Une des principales conséquences de ce défaut est que la quantité L, ne ten-
dra pas nécessairement vers 1 pour une grille infinitésimale (pour un systeme purement
déterministe). Ceci est évidemment di aux croisements de trajectoire qui surviennent

uand m < 2Dg + 1, ou Dy est la dimension de capacité. D’ailleurs, le cas Lorenz vs
q P
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Rossler montre bien cet effet : la reconstruction de Lorenz comporte beaucoup plus de
croisements de trajectoire que Rossler, ce qui se traduit par un L, moins parfaitement

pres de 1.

Les caricatures des séquences a 250 et 275mW sont montrées a la figure 4.11. Les graphes

de L, correspondants sont a la figure 4.12.
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FIG. 4.10 — Les données synthétiques (processus stochastique linéaire) se distinguent bien
des cas déterministes (grille de 32 x 32 dans les trois cas).
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F1G. 4.12 — Impossible de distinguer les données synthétiques des données observées.

4.4 Discussion

[1 semble évident que les séquences expérimentales ne sont pas issues d'un processus pure-
ment déterministe. D’ailleurs, cela aurait été trés surprenant : les systemes du monde réel
interagissent avec leur environnement, ce qui est source de bruit et de non-stationnarité.
Aussi. cette derniere peut induire en erreur lors de tests d’hypothese comme ceux utilisés
ici. Elle peut amener a ne pas rejeter ’hypothése nulle méme si le systéme a I’étude n’est

pas de méme nature que celle-ci.

En résumé, le test de prédiction semble dire qu’une composante déterministe non-linéaire
est présente dans les séquences expérimentales. La caricature de la dynamique, pour sa
part. n'est pas assez performante pour distinguer quoique- ce soit. Il serait possible de

raffiner la méthode (extension en plusieurs dimensions, grille plus fine) mais le bruit
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expérimental limite ces efforts. La prudence nous dicte de ne pas conclure 4 la présence

de déterminisme sur la base de ces résultats.

Il est donc difficile, dans ce contexte, d’espérer un contrdle positif de ce systeme. La
dynamique de basse dimension que nous recherchions ne semble pas étre présente. Le
svsteme a plutot 'air complexe et tres sensible a I'environnement extérieur. Néanmoins,
il reste une étude dynamique intéressante a faire : I'analyse de la transition entre le

comportement régulier (225 mW) a celui plus erratique (250 et 275 mW).



Conclusion

La détection et le controle du chaos ont été explorés au cours de ce travail. L’attracteur de
Rassler a d’abord permis de tester différentes stratégies de controle. Cette exploration a
fait bien plus que vérifier le fonctionnement des techniques ; ce qui se dégage de I'exercice,
c’est la grande souplesse de la théorie du contrdle du chaos. En effet, celle-ci peut s’adapter
a des situations a prime abord délicates. C’est le cas notamment des espaces reconstruits
ou toute I'information est tirée d’une mesure scalaire. La stabilisation obtenue avec les
maxima de la variable z de Rossler constitue aussi un exemple démontrant la puissance

des méthodes de controle.

En second lieu, deux nouvelles techniques de controle ont été abordées : les réseaux
de neurones et P'apprentissage renforcé. La motivation derriére le développement de ces
méthodes est trés certainement un besoin d’autonomie. Un contréleur parfait devrait
pouvoir s’adapter a tout systéme, caractériser la dynamique, détecter les UPOs, choisir
une stratégie de controle, réduire le bruit....etc. Ces deux techniques sont simplement
un pas dans cette direction. Malheureusement, il semble que nous soyons encore loin du

controleur boite noire.
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L étude des billards permet de constater que le chaos peut étre présent dans des systémes
dynamiques peu complexes. Encore une fois, ce genre de systéeme peut étre stabilisé
avec les techniques traditionnelles de contrdle. Ceci ouvre la porte a des applications
expérimentales intéressantes ; ainsi. on peut imaginer étre en mesure de dicter une tra-
jectoire a un objet quantique tel un électron dans un puits de potentiel. En fait, le
rapprochement entre la théorie du chaos et la mécanique quantique semble trés promet-

teur.

L ’analyse de séquences expérimentales n'a pas mené aux résultats attendus. Il aurait été
fascinant de découvrir un systéme dynamique de basse dimension derriére les données
obtenues. Quoiqu’il en soit, I’exercice a permis de cerner les pieges qui se tendent quand

vient le temps d’appliquer la théorie du chaos au monde réel.
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Annexe A

Un mot sur l’intégrateur

L'intégrateur utilisé ici est du type Runge-Kutta. La valeur du prochain itéré est, au
quatriéme ordre,

Ynel = Yn + Ci k1 + ko + ks + ik + coks + cgke + O(R5) (A.1)
et, au cinquiéme ordre,

Yn+1 = Yn + C1k1 + Coko + c3ks + cakis + csks + ceke + O(RS) (A.2)
avec les k; de la forme générale

kl = hf(zns yn.)
ky = hf(zn+ a2k, yn + bark)
(A.3)

ke = hf(xzn+ ash,yn + berk1 + - - - + besks).

Les coefficients sont situés dans le tableau A.1. L’utilisation d’une évaluation au cin-
quieme ordre permet de définir une erreur

6
D =Ynp1 —Yna = D _(a — ki (A4)
i=1

qui renseigne sur la divergence de deux trajectoires. La routine utilisée pour intégrer
calcule, a chaque itération. la valeur de ce A. Si celui-ci est plus grand qu’une certaine
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tolérance. 'intégration est reprise avec un pas plus petit. Cette procédure est reprise tant
et aussi longtemps que le A ne satisfait pas la tolérance. L’intégrateur est alors dit a pas
adaptatif. Dans le cadre de ce travail, la tolérance a été fixée a 10712

Coefficients de Cash-Karp pour la méthode de Runge-Kutta
i]a; bi; Gi ¢
1 37 2825
378 27648
1 1
2] 3 3 0 0
33| 2 2 250 18575
10 | %0 30 621 48384
4131 3 _3 s 125 13525
5 10 10 5 594 55296
_u 5 _7 3 _277_
o1 54 2 27 27 0 14336
6| z | 163 175 575 aazrs 2853 | 512 1
8 55296 512 13824 110592 4096 1771 4
j= 1 2 3 4 5

TAB. A.1 — Ces coefficients sont tirés de [46] en page 717.



Annexe B

Séquences expérimentales

Cette section présente les séquences issues du systéme laser/cristaux liquides. Le tableau
B.1 montre les temps transitoires amputés aux séries lors de leur analyse.

TAB. B.1 — Temps transitoires des séquences expérimentales

Séquence | Temps transitoire ﬂ Séquence LE_emps transitoire

L
225 mW | 100 s (500 pts) " 375 mW | 300 s (1500 pts)

250 mW | 100 s (500 pts) || 400 mW | 200 s (1000 pts)

275 mW 100 s (500 pts) 4! 425 mW 2000 s
300 mW 100 s (500 pts) 450 mW 600 s
325 mW 100 s (500 pts) 500 mW 4000 s

350 mW | 300 s (1500 pts)
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ANNEXE B. SEQUENCES EXPERIMENTALES

3100s

100mu anneaux<1

Acquisition 5Hz ON t=10s discontinuite a t=200s OFF t

225mW f=105mm L

P powersupply

Intensité horizontale

05 r/\/\/wu‘f\/\ﬂf\/\/\/v\/\
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600 700 800 900 1000 1100 1200

s AN WY

1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800

os ] W WWWWIWA,
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1.0

os] VW
0.0 M L T M I M 1 v I ' 1

L ‘ :
3000 3100 3200 3300 3400 3500 3600 t(s)

FiGc. B.1 - 225 mW
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]

Acquisition SHz ON t=10s OFF t=6620s
P powersupply =250mW f=105mm L=100mu anneaux<2

-

Fic. B.2 - 250 mW



ANNEXE B. SEQUENCES EXPERIMENTALES

Acquisition SHz ON t=10s discontinuite vers 1816s OFF t=3017s

P powersupply =275mW {=105mm L=100mu anneaux<5

Intensité horizontale
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T g T —

1 \ T v
2600 2700 2800 2900 3000 3100 us)

Fi1G. B.3 - 275 mW
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ANNEXE B. SEQUENCES EXPERIMENTALES

Acquisition 5SHz ON t=10s OFF t=7000s
P powersupply =300mW f=105mm L=100mu anneaux<douzaine

Intensité horizontale
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Fi1G. B.5 - 300 mW (suite)
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Fic. B.7 - 350 mW
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