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Résumé court

La faiblesse de I'équivalerice certaine explique le manque de résultats que connait.
dans la pratique, la commande adaptative. Cette faiblesse réside dans le fait que la
dynamique de I'estimateur n’est pas considérée dans la procédure de design. La lenteur
de la convergence de I’adaptation peut entrainer I'instabilité, notamment en présence de
non-linéarités et/ou couplages. Dans de telles situations, la commande adaptative par
Lyapunov, a travers le backstepping, constitue une alternative de choix. Dans ce projet.
le backstepping a été modifié, afin de le rendre applicable aux procédés industriels.
Ces modifications concernent, essentiellement, le comportement de la commande. les
erreurs résiduelles, la présence des retards, les déphasages non minimaux, ainsi que
le couplage. Pour ce dernier, une nouvelle approche, pour la commande décentralisée,
est proposée. La méthode de I'erreur modifiée consiste a fragmenter, en un ensemble
de contrdleurs locaux, l'unique contréleur multivariable obtenu par le backstepping.
Cette subdivision est rendue possible par la modification des erreurs régulées dans la
procédure récursive. La stabilité et les conditions de la décentralisation sont garanties

par une fonction de Lyapunov.



Résumé long

La faiblesse des régulateurs adaptatifs basés sur l’équivalence certaine, qui sont ceux
couramment employés, explique en partie, le manque de résultats que connait, dans
la pratique, la commande adaptative. Cette faiblesse réside, essentiellement, dans le
fait que I'estimateur et le régulateur sont des entités indépendantes. Dans une telle ap-
proche, la dynamique de I'estimateur n’est pas considérée dans la procédure de concep-
tion. La lenteur de la convergence de l'adaptation peut entrainer, dans certains cas,
une instabilisation irréversible de la boucle, notamment en présence de non-linéarités
et/ou couplages. Dans la pratique, la nécessité de disposer d’outils plus élaborés, pour
prouver la stabilité des boucles et la convergence des estimateurs, a longtemps freiné
I'application de la commande adaptative, basée sur I'équivalence certaine, aux procédés
industriels. C’est pourquoi, la commande adaptative par Lyapunov, de par ses propriétés
de stabilité, constitue une alternative de choix. La méthode du backstepping offre, pour
cette derniére, un outil de design tres efficace qui permet de construire récursivement.
d’'une maniére systématique et directe, la loi de commande, la dynamique d’adapta-
tion et la fonction de Lyapunov qui assurent la stabilité de la boucle. Le backstepping
a été modifié, dans ce projet, afin de le rendre applicable aux procédés industriels.
Ces modifications concernent, essentiellement, le comportement de la commande, les
erreurs résiduelles, la présence des retards, les déphasages non minimaux, ainsi que le
couplage. Pour ce dernier, une nouvelle approche, pour la commande décentralisée, est
proposée. L’idée principale de la méthode de ’erreur modifiée (MEM) consiste a trou-
ver des conditions suffisantes, sous lesquelles, I'unique controleur multivariable, obtenu
par le backstepping, peut étre fragmenté en un ensemble de contréleurs locaux. Cela
passe par I'élimination, de la loi de commande multivariable, des composantes croisées.
Cette subdivision, qui doit s’effectuer sans altérer la stabilité et les performances de la



boucle, est rendue possible par la modification des erreurs régulées dans la procédure
du backstepping. Chacun des controleurs locaux obtenus dépend, alors, uniquement de
I'information qui lui est disponible localement. La stabilité du systeme global est garan-
tie par une fonction de Lyapunov. La MEM dispose de plusieurs variantes, qui vont de
la commande par retour d’état complet a la commande par retour de sortie, en passant
par un retour d’état partiel. Une version avec observateur est également proposée.
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Introduction générale

La commande des systémes constitue ’'un des domaines les plus riches en termes
d’algorithmes, d’outils d’analyse et de techniques de design. Toutefois, toutes ces tech-
niques sont basées sur la connaissance des paramétres du systéme a controler. Du degré
de validité de cette hypothese, dépend la qualité du comportement du systéme com-
pensé obtenu. Si les paramétres du procédé sont connus avec exactitude! un contréleur
bien cong¢u donne, en général, de bons résultats. En présence d’incertitudes ou de pa-

rametres inconnus, rien ne garantit un fonctionnement qui respecte les spécifications.

Le probléme de la commande des systemes sujets a de faibles incertitudes, peut étre
traité dans le cadre de la commande robuste (Morari & Zafiriou 1989, Green & Limebeer
1996, Skogestad & Postlethwaite 1996). En présence de fortes perturbations, incertitudes
du modéle ou parametres a forte variation dans le temps, les structures auto-régulantes
présentent, souvent, un meilleur choix. Ces structures, communément connues sous le
nom de "commande adaptative” (Landau 1979, Astrom & Wittenmark 1995, Krsti¢ et
al. 1995, loannou & Sun 1996), connaissent un grand succes depuis plusieurs années.
L’intérét croissant, porté a cette approche, s'explique, surtout, par sa large applica-
bilité (procédés industriels, armement, robotique, instrumentation biomédicale, ... ).
Cette propriété est attribuable & 'omniprésence des incertitudes, inhérentes a tout
systeme physique, d’une part et les niveaux de fiabilité et/ou de performance, de plus
en plus élevés, exigés des systemes commandés, d’autre part. Ces différents facteurs ne

cessent de gagner de I'importance avec la complexité croissante des systémes considérés.

L’approche par I’équivalence certaine constituait, jusqu’a trés récemment, I'essentiel

ICe qui est rarement le cas.



des méthodes de commande adaptatives proposées dans la littérature. Dans la pratique,
la faiblesse des régulateurs basés sur ce principe de 'équivalence certaine? limite I’appli-
cation de la commande adaptative aux seuls procédés linéaires et monovariables. Cette
faiblesse réside, essentiellement, dans le fait que l'estimateur et le régulateur sont des
entités indépendantes. Par conséquent, la dynamique de I’estimateur, intrinsequement
non linéaire, n’est pas considérée dans la procédure de conception. La lenteur (relative)
de la convergence de I’adaptation peut entrainer, dans certains cas, une instabilisation
irréversible de la boucle. Dans le cas des systémes non linéaires, ces effets peuvent étre
catastrophiques, a cause du " finite escape time" qui les caractérise. La nécessité de dis-
poser d’outils plus élaborés, pour prouver la stabilité des boucles et la convergence des
estimateurs. a longtemps freiné ’application de la commande adaptative aux procédés

non linéaires.

Les contréleurs basés sur la méthode directe de Lyapunov (chapitre 1) présentent
une meilleure alternative a l'équivalence certaine. L’idée principale de I'utilisation de
la fonction de Lyapunov dans la commande adaptative, consiste a calculer une loi de
commande et une loi de mise a jour des parametres, afin de garantir que la dérivée d’une
certaine fonction définie positive, et bien choisie, est non positive. L’approche consiste
donc a trouver un triplet (fonction de Lyapunov, loi de commande, loi d’adaptation)
qui répond aux spécifications et tient compte de la dynamique de I'estimation. Le
backstepping (chapitre 3 et 4) est l'algorithme qui a rendu cette approche applicable
a une large classe de systémes, indépendamment de leur ordre. C’est une méthode
qui permet de construire récursivement, d’une maniere systématique et directe, la loi
de commande, la dynamique d’adaptation et la fonction de Lyapunov qui assurent la

stabilité de ’ensemble.

Problemes

De par ces propriétés de stabilité, il est clair que la commande adaptative par
la méthode de Lyapunov, apporte, du moins sur le plan théorique, une réponse aux
problémes que posent la lenteur de I’adaptation et la présence des non-linéarités. Dans

2Qui sont ceux couramment employés



la pratique, le backstepping pose certains probléemes qui limitent son applicabilité.

— En présence de bruit de mesure, le controleur par retour d’état résultant du backs-
tepping, provoque un comportement trés peu désirable de la variable manipulée. Ce
dvsfonctionnement s’explique par la présence d’une action dérivée et 1’'absence d’un
filtre dans la branche de retour. L’ajout d’un filtre peut compromettre la stabilité de

la boucle.

~ La nature avance de phase du contréleur obtenu par le backstepping ne lui permet
pas, en présence de perturbations 3 moyenne non nulle a ’entrée® du procédé, d’éliminer

les erreurs résiduelles.

— La présence, dans les procédés, des retards et/ou déphasages non minimaux est un
autre phénomene qui rend le backstepping, dans sa forme originelle, inutilisable dans la
pratique. D’une part, la nature retour d’état continu de la méthode exclue les retards.
qui ne peuvent y étre représentés. D’autre part, le backstepping étant une variante
de la commande par modele de référence, le procédé doit nécessairement étre a phase

minimale.

— Dans la pratique, les modeles scalaires sont incapables de fournir la précision suf-
fisante garantissant le niveau de performance requis. Des modéles multivariables sont
alors utilisés. Deux stratégies existent pour commander ce type de modeles. L'approche
centralisée utilise une loi de commande multivariable, pour contrdler le systéme dans
son intégralité. La deuxieme approche remplace cette unique loi par un ensemble de
contréleurs locaux, assurant chacun la commande d’une partie du systéme. On parle
de commande décentralisée. En plus de réduire la complexité du design, cette approche
procure plus de flexibilité et de fiabilité aux boucles de contréle que la méthode cen-
tralisée. A cause de ses propriétés fort intéressantes, I’approche décentralisée est trés
souvent adoptée comme stratégie de controle. Dans le contexte adaptatif, la présence
de couplage dans les procédés, combiné a la lenteur de I’adaptation, peut entrainer

3Et a la sortie du procédé, si celui-ci ne contient pas d'intégrateur.



I'instabilité de la boucle de contréle, rendant 1’approche par équivalence certaine inap-
propriée pour de telles situations. Malheureusement, la méthode du backstepping, qui
garantit de meilleures propriétés de stabilité, est fondamentalement de nature centra-
lisée. Elle ne permet pas, dans sa version de base, la conception de lois de commande

décentralisées.

Objectif

L’objectif principal du projet de recherche, qui fait 'objet de cette these. est d’ap-
porter les modifications nécessaires a la procédure récursive du backstepping, afin de
répondre aux problémes précédemment mentionnés et rendre la méthode applicable
aux systemes réels, en particulier aux procédés industriels. Le manque de résultats
dans ce domaine, et surtout I'absence d’approches générales de design, ont été parmi
nos principales motivations. Un apergu des différentes solutions, qui seront abordées
avec détail dans la troisieme et quatrieme parties de cette thése, est présenté dans la

section suivante.

Solutions

— Afin d’améliorer le comportement de la variable manipulée, en présence de bruit
de mesure, un nouveau type de filtre (chapitre 5) est inséré dans la branche dérivée
du contréleur. Ce filtre, tout en réduisant la variance de la commande, garantit des
performances supérieures a celles données par la variante avec observateur du backs-
tepping (chapitre 3). Son design, basé sur la théorie de Lyapunov, permet de préserver

la stabilité de la boucle.

— Pour étre en mesure d’éliminer les erreurs résiduelles, en présence de perturbations a
moyenne non nulle, une action intégrale est introduite dans les controleurs générés par le
backstepping (chapitre 6). Cette introduction nécessite une modification de la procédure
de design. Outre ses performances en régime permanent, l'action intégrale assure de

meilleures propriétés de convergence pour les estimés des parameétres inconnus.



— La solution proposée pour répondre aux problémes, que pose la présence des retards
et/ou déphasages non minimaux, consiste a combiner le backstepping avec le prédicteur
de Smith (chapitre 7). Dans cette approche, les zéros dans le demi-plan de droite sont

traités au méme titre que les retards, i.e. sortis de la boucle interne.

— Le probléeme de I’'application du backstepping a la commande décentralisée des
systémes couplés a bénéficié d’une attention particuliére de notre part. Etant donné
la nature centralisée de la méthode, il est clair que la conception de lois commande
décentralisées passe par la modification de la procédure récursive du backstepping.
Cette modification a donné lieu a une nouvelle approche, baptisée Méthode de I'Erreur
Modifiée (MEM), qui constitue la principale nouveauté de ce projet (Benaskeur & Des-
biens 1999a,b,c.d.e). Le principe, ainsi que les différentes variantes, de la méthode sont

brievement présentés dans la section suivante.

Méthode de I'erreur modifiée

L’idée principale de la MEM consiste, a partir de la méthode du backstepping, a
concevoir un seul contrdleur multivariable, garantissant les performances requises du
svsteme global. Par la suite, des conditions sous lesquelles ce contrdleur centralisé peut
étre fragmenté en un ensemble de contréleurs locaux, sans altérer la stabilité et les per-
formances en boucle fermée, sont dérivées. La modification des erreurs régulées dans
la procédure du backstepping, via l'introduction de termes supplémentaires appropriés.
a rendu possible I'élimination des composantes croisées de la loi de commande multi-
variable. La stabilité est garantie par une version modifiée de la fonction de Lyapunov
originelle, obtenue par le backstepping. La premiére version de la MEM (Benaskeur &
Desbiens 1999c¢) a été élaborée sous I'hypothése de la disponibilité a la mesure du vec-
teur d’état. Cette hypothése, quand elle est réalisable, peut se traduire par des coits
exorbitants, limitant I’application de la méthode. Pour palier cette situation, une ver-
sion a retour de sortie a été présentée dans (Benaskeur & Desbiens 1999d). Afin d’éviter
la mesure des variables d’état, le controleur proposé combine la version a retour d’état
avec la technique du backstepping a base d’observateur (Krsti¢ & Kokotovi¢ 1994).



Toutefois, méme pour un procédé scalaire, I'introduction d’un observateur nécessite
la modification de toute la procédure de design. Une solution qui offre un bon com-
promis entre la complexité du design et la mesure des variables d’état est proposée
dans (Benaskeur & Desbiens 1999a). En effet, sans accroitre la complexité, ni modifier
la procédure de design, la commande est, a toute fin pratique, réduite a un retour de
sortie. Etant donné que certaines variables restent indispensable a I'implantation des
controleurs obtenus, on parle de commande a retour d’état partiel. Cette amélioration
est rendue possible grace a un choix différent des variables d’erreur régulées par le
backstepping. Sous certaines conditions additionnelles, et avec un choix différent des
erreurs régulées, les mesures nécessaires se limitent aux sorties. Toutefois, dans le cadre
général, ce choix donne lieu a des erreurs non nulles en régime permanent. Dans le but
de surmonter cette limitation, i.e. assurer des erreurs nulles, une action intégrale est
introduite dans chacun des régulateurs locaux. Avec cette importante modification, il
est clair qu'un nouveau choix des variables régulées s’impose, garantissant a la fois la

stabilité interne de la boucle et des erreurs résiduelles nulles.

Plan du document

Cette thése est subdivisée en six parties. Outre la premiére partie, qui se réduit au
présent chapitre d’'introduction générale, les cinq autres parties sont organisées comme

suit.

Aspects théariques de la commande non linéaire (Partie Il) — Faisant I'objet des
chapitres 1 3 4, cette partie consiste a explorer et rendre accessible un nouveau domaine
de recherche, trés actif, qui est la commande adaptative des systémes non linéaires. Un
intérét particulier y est porté, via la technique du backstepping, a 1’analyse et au design

par la méthode de Lyapunov.

Aspects pratiques du backstepping (Partie I1I) — Cette partie de la thése traite
des différents aspects de l'utilisation du backstepping pour la commande de procédés
réels. On y aborde, dans les chapitres 5 a4 7, les problemes des bruits de mesure, des

perturbations 4 moyenne non nulle et des retards et/ou déphasages non minimaux.



Quelques modifications et solutions y sont proposées.

Application a la commande décentralisée (Partie IV) — Couvrant les chapitres 8 3
11, cette partie est entierement dédiée la présentation de la méthode de |'erreur modifiée.

La cinquieme partie vient conclure la présente these, alors que la sixiéme et derniére

partie contient les annexes.



Deuxiéme partie

Aspects théoriques de la commande
non linéaire



Introduction

Cette partie est consacrée a la présentation des différents aspects théoriques de la
commande adaptative des systémes non linéaires. Etant donné leur importance pour
les développements subséquents, la théorie de Lyapunov, et la méthode du backstepping

en particulier, bénéficieront de beaucoup d’attention.

Le probléme crucial des systémes non linéaires est introduit dans le chapitre 1,
ou sont également données quelques définitions relatives a la stabilité. Ces dernieres
permettront d’aborder la question de l'analyse des systemes dynamiques. Parmi les
techniques présentées, ’accent sera particulierement mis sur la méthode directe de Lya-
punov. Celle-ci constitue un élément indispensable a la compréhension des chapitres
subséquents. Le chapitre 2 traite des probléemes de la commande des systémes non
linéaires. Les méthodes basées sur les fonctions de Lyapunov y sont présentées sous
tous les angles. Dans ce chapitre sont également abordés, en plus des méthodes par
linéarisation, les problemes de la commande par Lyapunov en présence des incerti-
tudes paramétriques (commande adaptative par Lyapunov) et/ou non paramétriques
(commande robuste par Lyapunov). Ce chapitre constitue une bonne introduction aux
chapitres 3 et 4, entiérement consacrés a la méthode du backstepping. Le chapitre 3
traite le cas du backstepping non adaptatif, alors que le chapitre 4 présente la version

adaptative de la méthode.



Chapitre 1

Systemes non linéaires

Le souci constant d’améliorer les performances des systéemes commandés conduit a
des modélisations de plus en plus précises ; mais s’il y a un modéle qui rend compte du
comportement d’un systéme dans une large plage de fonctionnement, il est malheureu-
sement le plus souvent non linéaire. De ce fait, les outils d’analyse et /ou de synthese de
lois de commande, utilisés dans le domaine linéaire, deviennent caduques et absolument
incapables de rendre compte de certains phénomeénes dont les systemes non linéaires
sont le siege. D’autres méthodes, plus élaborées, deviennent alors nécessaires. Quelques

exemples de ces phénoménes sont donnés (Khalil 1996) :

— Un systéme linéaire possede un seul point d’équilibre. Un systéme non linéaire peut
en avoir plusieurs. Le systéme peut converger, en régime permanent, a I’'un de ces

points, suivant les conditions initiales (point d’opération).

— L’état d’un systéme linéaire instable peut prendre des valeurs infinies quand le
temps devient infini. Un systéme non linéaire peut voir son état prendre des valeurs
infinies pour des valeurs finies du temps (finite escape time). Cette propriété peut étre
a l'origine de sérieux problémes de stabilité, notamment en commande adaptative.

— Pour qu’un systéme linéaire présente des oscillations entretenues, il faut qu'il ait une
paire de poles imaginaires. Il est presque impossible de maintenir de telles osciilations

en présence de perturbations. Dans la pratique, les oscillations stables (d’amplitude et
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fréquence fixes) doivent étre réalisées par des systémes non linéaires. Ce type d’oscil-

lations est connu sous le nom de cycles limites.

— Un systeme linéaire, sous |’effet d’une entrée périodique, produit un signal périodique
de méme période a sa sortie. Un systéme non linéaire peut osciller avec des fréquences

qui sont des sous-multiples et/ou des multiples de la fréquence d’entrée.

— Un systeme non linéaire peut avoir des régimes permanents plus compliqués que
ceux cités précédemment. Ces régimes sont connus sous le nom de chaos. Ils présentent

un aspect stochastique.

Contrairement au cas lin€aire, les systemes non linéaires, étant définis par négation,
ne représentent pas un ensemble homogene. Une méthode qui donne de bons résultats
sur une classe de systemes, peut avoir des conséquences catastrophiques sur une autre
classe, méme tres peu différente de la premiére (Gille 1988). Par conséquent, dans le
cadre de la commande des systemes non linéaires, la question de 'applicabilité est pri-
mordiale, et une méthode générale n’existe pas. Tous les efforts consentis ces dernieres
années visent a élargir, le plus possible, I’ensemble des systéemes auxquels les méthodes
sont applicables. Ces ensembles sont définis en termes de contraintes imposées aux

non-linéarités du systéme.

1.1 Définitions

Quelques définitions relatives a la stabilité des systéemes non linéaires seront données.
Les méthodes d’analyse seront briévement présentées. On parlera surtout des méthodes
de Lyapunov, et I’accent sera, plus particulierement, mis sur la deuxieme méthode de

Lyapunov, qui constitue 1’élément central de la méthode design adoptée, i.e. le backs-

tepping.

Systémes non linéaires — On appelle systemes linéaires les systemes physiques
représentés par des équations différentielles linéaires a coeflicients constants. L’hy-

pothése de linéarité équivaut au principe de superposition. Les systemes non linéaires,
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par opposition aux systemes linéaires, sont des systémes physiques qui ne sont pas régis
par des équations linéaires. Autrement dit, le principe de superposition ne peut leur

étre appliqué.

Equilibre — Physiquement, un systéme est en équilibre quand il conserve son état en
absence de forces externes. Mathématiquement, cela équivaut a dire que la dérivée =

de son état est nul. Pour un systéme
z = ¢(z) (1.1)

I’état (ou les états) d’équilibre x, est la solution (sont les solutions) de I'équation

algébrique
e(x)=0

Dans le cas de systémes linéaires, on a @¢(x) = Az, ce qui implique que £ = 0 est un
point équilibre pour tout systéme linéaire. Si A est réguliere, I'origine est le seul point
d’équilibre. Dans le cas ou la matrice A est singuliere, tout le sous-espace défini par
Az = 0 constitue une région d’'équilibre. Pour les systémes non linéaires, la solution
est moins évidente et l'origine n’est pas forcément un point d’équilibre. En plus, en
présence de plusieurs équilibres, ces derniers peuvent se présenter, comme dans le cas
linéaire, sous forme de domaines continus, mais aussi de points isolés, voire méme de

combinaisons des deux.

Plan de phase -— Pour comprendre le comportement d’un systéme non linéaire, on
utilise souvent une représentation de ses trajectoires dans l’espace de phase (figure 1.1).
Ces trajectoires sont un ensemble de courbes qui représentent 1’évolution de 1’état du
systeme dans le temps. L'obtention de ces trajectoires passe, toutefois, par la résolution
de I'équation différentielles (1.1), qui peut s’avérer une tache difficile. C’est pourquoi,
les outils permettant l'analyse du comportement du systéme, sans avoir a résoudre
les équations le décrivant, ont connu un grand succes. Les techniques basées sur la

deuxieme méthode de Lyapunov font partie de cette classe.

Stabilité (Définition intuitive) — On dit qu'un systéme est stable si, déplacé de sa
position d’équilibre, il tend a y revenir; instable, s’il tend a s’en écarter davantage.
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t
x(0)q
x1
F1G. 1.1: Trajectoire d'un systéme dans le plan de phase
Stabilité (Selon Lyapunov) — Soit un systeme dont 1’état est défini par le vecteur

x qui posséde la position d’équilibre z.. Ecarté de cette position, et abandonné a lui-
méme au temps t = tp avec les conditions initiales (ty), le systéme aura comme état
x(t). On dit que la position d’équilibre du systéme est stable (figure 1.2), si pour tout

e > 0, il existe §(¢) > O tel que si
lz(to) — z.l|* < 6,

on soit certain qu’on aura aprés un certain temps t et pour toutes les valeurs t > ¢,
ll2(t) -zl < e,

Dans le cas contraire (i.e. s’il existe au moins un € tel que I’'on ne puisse pas trouver ¢

correspondant qui satisfasse aux inégalités) on dit que I’équilibre est instable.

La stabilité (simple) ne requiert pas que le vecteur d’état x(t) tendent vers z,
lorsque ¢t augmente indéfiniment. Si le systéme, écarté de la position d’équilibre, finit
par y revenir (i.e. z(t) tend vers le point d’équilibre z, pour t infini) on dit qu’il y a

stabilité asymptotique (figure 1.3).



&

F1G. 1.2: Stabilité simple selon Lyapunov

[\

F1G. 1.3: Stabilité asymptotique selon Lyapunov

v
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Stabilité locale et Stabilité globale

On peut prédire le comportement d’un systéme linéaire a partir de l'analyse de sa
position d’équilibre. Un systéme dont le point d’équilibre est stable (instable) est stable
(instable). Il n’en est plus de méme pour un systéme non linéaire. Etant donné que
celui-ci peut avoir plusieurs positions d’équilibre, la stabilité de ['une de ces positions
d’équilibre ne suffit pas a elle seule a prédire la stabilité du systéeme. Afin de quantifier
I'influence de la stabilité d’un point d’équilibre sur la stabilité du systéme, de nouvelles
définitions de la stabilité sont introduites; on parle de stabilité locale, stabilité globale

et région d’attraction.

Stabilité locale — La stabilité locale concerne simplement la position d’équilibre
considérée, sans rien préjuger sur le domaine de validité de cette stabilité. C’est une
condition nécessaire, mais non suffisante a la stabilité du systeme dans un certain

domaine D, contenant cette position d’équilibre.

Stabilité globale — On parle de stabilité globale lorsque le systéme est stable pour
toutes les valeurs que peuvent prendre les variables du systéme. La stabilité globale
possede un intérét pratique beaucoup plus considérable que la stabilité locale. Elle
ne dépend pas seulement du systéme, mais aussi des valeurs que peuvent prendre les
variables dans le probléme considéré. Ainsi, le méme systeme est stable ou instable

globalement, suivant le domaine de variables auquel on s’intéresse.

Région d’attraction — La région autour de la position d’équilibre, a I'intérieur de
laquelle toutes les trajectoires approchent le point d’équilibre est appelée région ou
domaine d’attraction. Sa taille est souvent un facteur trées important dans I’évaluation

des performances des systemes non linéaires.

1.2 Méthodes d’analyse

Dans la théorie des systémes, la stabilité est un élément trés important. Celle-ci
passe au premier plan dans le cadre des systémes non linéaires, pour devenir le fac-

teur clé. Cela explique le regain d’activité que connait ce domaine depuis plusieurs
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années. Du degré d'importance des non-linéarités présentes dans un systeme dépend
la complexité des méthodes permettant de se prononcer sur sa stabilité. Pour une
grande classe de systemes non linéaires, les méthodes d’analyse linéaire donnent en
général, des résultats acceptables. Dans certains cas, des méthodes approximatives
(I’équivalent harmonique ou la premiére méthode de Lyapunov!) (Gille 1988, Benaskeur
1997b) sont utilisées afin de palier aux limitations des méthodes linéaires. Malheu-
reusement pour une grande majorité de systémes, ces deux approches restent insuffi-
santes et ne donnent que des conditions nécessaires de stabilité. Des techniques plus
générales, et reposant sur une théorie plus rigoureuse, ont été proposées. Contrairement
aux méthodes linéaires, ces méthodes (adaptées au cas non linéaire) permettent d’ex-
pliquer les phénomeénes énumérés précédemment et d’en tenir compte dans ’analyse
des systemes. Elles reposent toutes (ou presque) sur la deuxiéme méthode (directe)
de Lyapunov. Cette derniére fournit un outil trés puissant pour tester (et trouver des
conditions suffisantes a) la stabilité des systemes dynamiques, sans avoir a résoudre

explicitement les équations différentielles les décrivant.

1.2.1 Premiére méthode de Lyapunov

Pour un systéme non linéaire, on s’intéresse souvent a son comportement au voisi-
nage des points singuliers. Si la dynamique est linéarisée au tour d’un point d’équilibre,
peut-on se prononcer sur la stabilité locale du systeme ? La réponse est donnée par le
théoreme de stabilité locale de Lyapunov, connu sous le nom de premiére méthode. Soit

le cas du systéme décrit par

I, =az, + bz + nl(Il,Ig)

Iy = cz) + dz; + Il (zy, T2)

D’aprés Lyapunov, la stabilité de la position d’équilibre de ce systéeme peut s’étudier
sur la version linéarisée, obtenue en négligeant les termes Il; et IT; qui contiennent des

puissances supérieures ou égales a deux en z, et z,.

'La premiére méthode de Lyapunov apporte une validité théorique a la technique de linéarisation,
qui reste I'un des outils d’analyse (et de design) les plus utilisés dans le cas des systémes non linéaires.
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Théoréme 1.1 (Lyapunov)
- Si le systéeme linéarisé est asymptotiquement stable, il y a stabilité asymptotique.

- Si le systéeme linéarisé est instable, il y a instabilité.

- Si le systéme linéarisé est stable sans I’étre asymptotiquement, on ne peut se
prononcer. C’est le cas critique de Lyapunov. La stabilité ou l'instabilité dans ce

cas dépend des termes de degré supérieur a un, négligés dans I’approximation.

Remarque 1.1 (Cas critique) — Il faut noter qu’en présence d’un cas critique, il n’est
pas possible d’esquiver la difficulté en changeant extrémement peu les valeurs de certains
parametres du probleme (Gille 1988).

a

Du point de vue pratique, ce théoreme a cependant une importance limitée. D'une
part, il ne permet d’étudier que la stabilité du point singulier (stabilité locale), et
ne donne aucune information sur le domaine de stabilité (stabilité globale). D’autre
part, il suppose que l'approximation du premier degré existe, autrement dit, que les
développements en séries des seconds membres des équations comportent des termes
du premier degré. Cette hypothése exclut un certain nombre de cas importants (organe

avec zone morte, plus-ou-moins, ... ).

1.2.2 Deuxieme méthode de Lyapunov

Cette méthode découle du concept d’énergie dans un systeme. Pour un systéme phy-
sique, I’énergie est une fonction définie positive de son état. Si le systéme est conservatif
I’énergie reste constante ; pour un systeme dissipatif, elle décroit. Pour ces deux cas, le

systeme est stable. Si I’énergie croit, il est clair que le systéme est instable.

L’idée ici est d’analyser la stabilité du systéme, sans avoir a résoudre explicitement
les équations différentielles non linéaires le régissant. On se contente dans cette méthode
d’étudier les variations (signe de la dérivée) de 1'énergie (ou une fonction qui lui est
équivalente) le long de la trajectoire du systéme (figures 1.4 & 1.5). Comme outil, on
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Trajectoire 4 x,

V5>V‘>V3>V2>V1>O

F1G. 1.4: Contours a énergie constante dans le plan de phase

utilise les théorémes suivants, que I’on doit a A. M. Lyapunov (1966), qui permettent

de se prononcer sur la stabilité (ou I'instabilité) d’un systéme.

Théoréeme 1.2 (Stabilité asymptotique)

S’il est possible de trouver une fonction V(x) de signe défini® (avec V(0) = 0). dans
un domaine D comprenant la position d’équilibre, et dont la dérivée totale par rapport
au temps V soit définie et de signe opposé dans le méme domaine, I’équilibre sera
asymptotiquement stable dans ce domaine.

Théoreme 1.3 (Instabilité)
S’il est possible de trouver une fonction V dont la dérivée est de signe défini dans un

domaine D comprenant l'origine et que V soit
- définie de méme signe que V, ou
- indéfinie en signe,

I’équilibre est instable.

2Voir la définition B.2 dans I’annexe.
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Théoréme 1.4 (Stabilité simple)
S’il est possible de trouver une fonction V de signe défini dans un domaine D et dont la
dérivée totale V soit semi-définie et de signe opposé dans le méme domaine, ’équilibre

est (simplement) stable dans ce domaine.
=

Dans le cas d’une stabilité simple, I’asymptoticité de la stabilité (si le systeme
est asymptotiquement stable) peut étre prouvée en utilisant le théoréeme de Barbasin-
Krasovskij (Gille 1988), qui vient compléter le théoréme de Lyapunov pour la stabilité

simple.

Théoreme 1.5 (Barbasin et Krasovskij)

S’il est possible de trouver une fonction V de signe défini dans un domaine D et dont la
dérivée totale V soit semi-définie et de signe opposé dans le méme domaine, I’équilibre
est asvmptotiquement stable dans ce domaine, si I’ensemble des points ou V s’annule

ne contient pas l’une des trajectoires possibles du systéme?.
[

Ces théoremes offrent I’avantage de ne pas se limiter a la prédiction de la stabilité
des points d’équilibre, étant donné qu’ils permettent aussi I'estimation de la région
d’attraction au tour des équilibres stables. Cette derniére est donnée par l'intérieur de
la plus grande surface (ou hypersurface) a I'intérieur de laquelle les conditions de signe
sont vérifiées. Comme toute étude de stabilité globale, le domaine de stabilité prédit
est a l'intérieur du domaine de stabilité réel, qui est souvent beaucoup plus grand, mais

difficile & trouver la fonction de Lyapunov qui permet sa prédiction.

Application a I'analyse

Ces théoréemes présentent une condition suffisante a la stabilité. Ainsi, un point
d’équilibre d’un systéme non linéaire est stable, si une fonction de Lyapunov peut étre
trouvée et qui vérifie, au voisinage de ce point, les conditions imposées. Pour I’étude

de la stabilité d’un systéme caractérisé par un vecteur d'état x, la méthode directe

3Ceci est équivalent a dire que les équations des courbes (ou des surfaces) pour lesquelles V = 0,
substituées dans les équations du systéeme ne les vérifient en aucun point, autre que l'origine.
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Instable

FIG. 1.5: Stabilité par la fonction de Lyapunov

de Lyapunov consiste, alors, a chercher une fonction V(x) (représentative de I’énergie)
de signe défini qui se préte a 'application de ’'un des théorémes cités précédemment.
Pour les systémes linéaires, il existe des méthodes systématiques (Olas 1990) pour
construire une fonction de Lyapunov permettant de conclure a sa stabilité. Il n’en est
pas de meéme pour les systémes non linéaires, pour lesquels on est réduit a essayer des
tvpes de fonctions pour telle ou telle classe de systémes. Il n’y a aucune régle générale
permettant de trouver une fonction de Lyapunov pour n'importe quel systéme. Il existe
néanmoins des approches qui conduisent, en général, & des résultats acceptables (Gille
1988, Khalit 1996, Benaskeur 1997b). Des exemples de fonctions qui réussissent souvent

comme fonctions de Lyapunov, sont données par

- Fonction quadratique (Lyapunov)
V(z) =T Pz

ou P est une matrice symétrique définie positive.

- Fonction quadratique plus intégrale (Lur’e)

V(z) = zT Pz + /Oz o(u)du
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avec ¢ est assujettie a certaines contraintes.

1.3 Conclusion

La multitude des approches, utilisées pour I'analyse des systemes non linéaires,
reflete la grande diversité des non-linéarités que 1'on peut y rencontrer. Les méthodes
approximatives, trés largement utilisées, ne sont d’aucune utilité en présence de non-
linéarités essentielles, i.e. qui ne peuvent étre négligées. Dans de telles situations, des
méthodes exactes, telle que la deuxieme méthode de Lyapunov, constituent des outils

incontournables.

N’étant a I'origine qu’un outil d’analyse, la méthode de Lyapunov a suscité beaucoup
d’intéréts ces derniéres années dans le domaine du design; ce qui a donné lieu a des
techniques systématiques de conception de contrdleurs pour les systémes non linéaires.
Le backstepping, qui constitue 1'élément central de ce travail, est I'un des résultats
majeurs en cette matiére. Mais, avant d’aborder cette méthode en détail (chapitres 3
et 4), le probleme de la commande des systémes non linéaires sera d’abord présenté

dans un cadre plus général (chapitre 2).



Chapitre 2

Commande des systémes non
linéaires

Du degré d’importance des non-linéarités présentes dans un systéme, dépend la tech-
nique a utiliser pour le commander. Dans certains cas’, la présence des non-linéarités
rend la tache plus ardue, étant donné les probléemes théoriques et pratiques a résoudre.
Mais il existe, néanmoins, certaines méthodes qui donnent des solutions intéressantes.
Si le systéme a commander présente des faibles non-linéarités, la démarche naturelle
pour l'ingénieur est de les ignorer, en les traitant comme des perturbations affectant un
modele linéaire du systeme. Cette approche, qui peut s’appliquer a une grande classe
de systemes, permet de profiter de l'arsenal de la théorie du contréle des systémes
linéaires qui est maintenant assez complet et maitrisé. Pour beaucoup de systémes non
linéaires qui font partie de cette classe, ’utilisation de versions modifiées des techniques
de contrdle linéaire donne des résultats satisfaisants. Reste a noter que cette méthode

n’'est pas générale et sa validation doit étre faite pour chaque cas.

Malheureusement, dans beaucoup de situations, les non-linéarités ne peuvent étre
négligées, on parle alors de non-linéarités essentielles. De tels systémes ne peuvent étre
directement traités dans le cadre de la commande linéaire, et des méthodes mieux
adaptées a ce type de problemes sont a considérer. Deux approches sont a distinguer

pour aborder ce type de systémes. La premiére vise a linéariser le systéme 4 comman-

Le plus souvent.
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der, afin de profiter des techniques linéaires. Cette linéarisation est réalisée, moyennant
des approximations ou des transformations géométriques dans ’espace de phases. L'in-
convénient avec ces méthodes réside dans l'annulation, quand cela est possible, de

toutes les non-linéarités, méme les non nuisibles.

La deuxiéme approche?, quant a elle, se base sur I'idée de concevoir une commande
de fagon a pouvoir trouver une Fonction de Commande de Lyapunov (fcl) garantissant
certaines performances pour le systeme en boucle fermée. Trouver une telle fcl, pour
un systeme non linéaire d’ordre élevé, peut s’avérer tres difficile. La technique du
backstepping permet de réduire cette complexité. Elle consiste a fragmenter le systeme
en un ensemble de sous-systémes imbriqués, d’ordre décroissant. Le calcul de la fcl
s’effectue récursivement en partant de 'intérieur de la boucle. A chaque étape, |'ordre
du systéme est augmenté et la partie non stabilisée lors de I’étape précédente est traitée.
La derniére étape correspond au systéme global. L’ordre réduit des systémes considérés
a chaque étape procure une flexibilité dans le design, ce qui permet de résoudre plusieurs

probléemes de commande sous moins de contraintes qu’avec la premiere approche.

2.1 Commande par linéarisation

Les méthodes basées sur la linéarisation® constituaient, jusqu'a trés récemment,
I'essentiel des techniques utilisées pour la commande des systémes non linéaires. Elles
permettent, moyennant des approximations et/ou des transformations, de ramener les
équations du systeme sous une forme linéaire. Deux techniques de linéarisation sont

utilisées : la linéarisation locale et la linéarisation exacte.

2.1.1 Linéarisation locale

Cette approche repose sur la premiere méthode de Lyapunov. Elle consiste a déduire
le comportement d’un systéme non linéaire a partir de son systéme linéaire associé.

obtenu par une linéarisation jacobienne autour du point de fonctionnement désiré (Gille

2La plus intéressante.
3Pour plus de détail, consulter Khalil (1996) et/ou Benaskeur (1997a).
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1988, Khalil 1996). Une variante de cette méthode est donnée par la technique du modéle
linéaire tangent (gain scheduling), ou plusieurs linéarisations sont effectuées a différents
points d’opération, donnant lieu a une famille de systémes linéaires pour lesquels un

seul contréleur a3 parameétres variables est congu.

Principe

Soit le systéme non linéaire
z = p(z,u)

ou (x = 0,u = 0) est le point de fonctionnement considéré. Son systeme linéaire associé

est donné par

£ = Ax + Bu

ou

_O¢ _ O |
A= E (z, u) et B = 7u (:z:,u)l

2=0,u=0
Le design s’effectue sur le systéme linéaire ; une fois les objectifs atteints, la commande
est appliquée au systéme non linéaire dont on évalue les performances. Le fait que
le systéme linéaire répond aux exigences, ne garantit en rien le bon comportement
du systéme non linéaire. C’est une condition nécessaire mais pas suffisante au bon
fonctionnement de ce dernier. Une amélioration peut, toutefois, étre apportée a cette
approche, en considérant les variations dues a la présence des non-linéarités comme des
perturbations affectant le modele linéaire (modele nominal). Par la suite, une loi de

commande robuste qui tient compte de ces perturbations est congue.

Remarque 2.1 (Equivalent linéaire) Le choix de I’équivalent linéaire n’est pas unique.
D’autres techniques de linéarisation existent, elles peuvent étre basées sur la minimi-
sation d’un critére d’optimisation. Il faut toutefois noter que les modeles linéarisés ne
définissent de facon intrinseque un systéme que si la linéarisation est effectuée en un
point d’équilibre (Fossard 1993).

a
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Modele linéaire tangent

Quand la connaissance du modele linéarisé en un point n’est plus suffisante pour sa-
tisfaire les objectifs du controle, une des solutions consiste a linéariser le systeme autour
de différents points de fonctionnement. L’ensemble de tous les modeles linéarisés au-
tour de tous les points de fonctionnement possibles forme ce que I'on appelle le modéle
linéaire tangent. Sa connaissance, bien que constituant une information partielle sur le
comportement non linéaire du systéme, est souvent amplement suffisante pour calculer
des lois de contrdle répondant aux spécifications. La synthése des commandes de vol
et des pilotes automatiques pour les avions est réalisée a partir de tels modeles (Fos-
sard 1993, Friedland 1996, Khalil 1996). Cette technique qui est une généralisation de
la méthode par linéarisation jacobienne, est aussi connue sous le nom de commande au

premier ordre.

La validité de la représentation de I'organe non linéaire par le modéle linéaire tan-
gent dépend de I'importance de la non-linéarité et du nombre de points utilisés dans
I'approximation. Souvent, le design se limite a un nombre réduit de points. Par la suite
les parametres discrets du contrdleur sont interpolés pour les points intermédiaires, afin
d’obtenir une loi de commande non linéaire dont la linéarisation donnerait le controleur
calculé. Le choix de la technique d’interpolation est un élément trés important dans la
phase de design. La méthode la plus simple et plus rapide est ’'interpolation d’ordre zéro
(BOZ) ; elle manque cependant de souplesse lors des commutations entre les différentes
valeurs des parametres. Il existe d’autres méthodes fondées sur l'intégration continue
des commandes obtenues localement et qui conduisent a de meilleures performances (Jo-
hansen & Foss 1993).

2.1.2 Linéarisation exacte

Cette approche consiste a linéariser le systeme en boucle fermée, par une série de
transformations, sans faire d’approximations. La commande choisie est composée de
deux parties. La premiére a pour role d’annuler les différents termes non linéaires du
procédé, alors que la deuxieme est choisie pour satisfaire les exigences en boucle fermée

du systeme linéarisé.
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Principe
La classe de systemes non linéaires de la forme

T = p(z) + ¥(z)u
vy =n(z)

est considérée, ou l'objectif est de trouver une loi de commande
u=o(z) + f(z)v

et une transformation

z2=T(x)

qui transforment le systéme non linéaire en un systéme linéaire équivalent. v est la

commande pour le nouveau systéme. Deux cas sont a distinguer.

Linéarisation entrée/état

Cette approche consiste a choisir la loi de commande u afin que toutes les équations
d’état du systéme compensé aient une forme linéaire. Cette solution revient a annuler
les différentes non-linéarités présentes dans les équations, en insérant des termes ab-
sorbants dans I'expression de la commande, afin d’obtenir des relations linéaires entre
la nouvelle entrée v et les différentes variables d’état. Certaines propriétés structurales
du systéme peuvent faciliter la linéarisation. Il est évident que pour annuler une non-
linéarité o(x) par soustraction, cette derniéere doit toujours apparaitre au méme endroit
que la commande u et vient s’ajouter a celle-ci (u+0o(x)). De méme, afin de pouvoir an-
nuler une non-linéarité p(x) par division, u et u(x) doivent toujours apparaitre comme
un produit (zu(z)). Si u(x) est non singuliere dans le domaine d’intérét D, alors elle

peut étre annulée par une commande u = 3(z)v, ot g(z) = u~(x).

Pour étre capable de ramener le systeme non linéaire a une forme linéaire controlable,

il suffit alors que son équation ait la structure suivante?

& = Az + B3~ \(x) [u - o(z)] (2.1)

i8-1(z) étant la matrice inverse de (x) pour chaque z et non la transformation inverse.
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Dans ce cas, on peut transformer le systéme par la commande
u=o(z)+ f(z)v
pour obtenir un systéme linéaire équivalent
& = Az + Bv

pour lequel les techniques linéaires permettent le choix de la loi de commande adéquate

v permettant d’obtenir les performances requises.

Le fait que le systéeme n’ait pas la structure (2.1), ne signifie pas forcement que
la linéarisation n’est pas possible. Le modeéle d’état d'un systeme n’étant pas unique,
si le systeme n’a pas la structure requise pour un choix des variables d’état, il peut
I'avoir pour un autre choix. Il suffit de trouver un difféomorphisme® qui transforme les

équations d’état sous la forme requise, dans un nouveau systeme de coordonnées.

Linéarisation entrée/sortie

Le modéle d’'un systéme est souvent représenté par les équations d’état et une
équation de sortie. La linéarisation des équations d’'état ne garantit pas forcément
celle de I’équation de sortie. Quand on s’intéresse aux variables de sortie (probleme
de poursuite par exemple), il est plus intéressant de linéariser la relation entrée/sortie
au prix de laisser une partie des équations d’état non linéaire. C’est le probléeme de la

linéarisation entrée/sortie®.

2.1.3 Limitations de la linéarisation

Bien que largement utilisées, les méthodes basées sur la linéarisation présentent
quelques inconvénients. Leur utilisation doit, souvent, s’accompagner de beaucoup
de précaution. La linéarisation locale (ou jacobienne) n’est valable qu’a un point
d’opération, alors que la linéarisation exacte n'est pas toujours possible. Méme si celle-

ci existe, il n’est pas toujours intéressant d’'éliminer toutes les non-linéarités présentes

5Voir la définition B.5 dans I’annexe.
11 faut toutefois faire attention a ne pas confondre la dynamique de la boucle (fermée) qui est
linéaire avec celle du systéme qui reste, quant a elle, toujours non linéaire.
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dans un systéme. Certaines non-linéarités aident a préserver la stabilité du systéme,
et leur élimination ne fait qu’augmenter, considérablement et inutilement, I’effort que
doit fournir I’actionneur (Krsti¢ et al. 1995).

C’est pourquoi, les recherches se sont orientées, ces derniéres années, vers des
méthodes mieux adaptées a la nature non linéaire des systémes. Le design basé sur
la méthode directe (ou deuxiéme) de Lyapunov (1966) constitue I'un des axes majeurs

de cette orientation.

2.2 Commande par Lyapunov

Introduite au départ comme un outil d’analyse, la méthode (deuxiéme) de Lya-
punov s’est trés vite avérée fort utile dans les problemes de design. L'idée consiste a
calculer une loi de commande, afin de garantir que la dérivée d’une certaine fonction
-de Lyapunov— définie positive, et bien choisie, soit non positive. Cette propriété doit
étre vérifiée le long de toutes les trajectoires possibles du systéme en boucle fermée.
En présence d’incertitudes et/ou de parameétres inconnus, une loi d’adaptation de-
vient nécessaire. Le design adaptatif consiste, alors, a trouver un triplet (fonction de
Lyapunov, loi de commande, loi d’adaptation) qui répond aux spécifications. L’avan-
tage avec cette approche réside dans la prise en compte de la dynamique de 'estima-
tion, afin d’éviter tout effet destructeur di a celle-ci. Pour des raisons de stabilité, ces
méthodes conviennent mieux aux systémes non linéaires. Les solutions proposées sont

spécialement congues pour ce type de systémes’.

Avant de détailler ces techniques de design, rappelons la définition de la fonction
de contréle de Lyapunov (fcl), et le théoréeme de stabilité de Lasalle-Yoshizawa (Lasalle
& Lefschetz 1961, Krsti¢ et al. 1995, Khalil 1996), sur lequel elle repose.

TAvant d’étre, éventuellement, appliquées aux systemes linéaires.
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Théoreme 2.1 (Lasalle -Yoshizawa)
Soit le systéme non linéaire décrit par

z = p(z,t) (2.2)
qui a comme équilibre £, = 0, et soit V : R™ x R, — R, une fonction telle que

ri(flzl]) < V(=) < (i)

- oV aV
v 5 + 6z¢(z,t) <-W(z|[} <0

vVt > 0, Y € R"™, ou K, k2 et W sont des fonctions de classe® Ko, et W est conti-
nue. Si ces conditions sont vérifiées, toutes les solutions de (2.2) sont globalement
uniformément bornées (stabilité simple), avec
fm W=
En plus, si W est définie positive, le point d’équilibre . = 0 posséde une stabilité
asymptotique globale et uniforme.
|

2.2.1 Application au design

Soit le cas du systéme non linéaire autonome suivant
T = @(x,u) (2.3)

Avec ¢(0,0) = 0. Le but est de concevoir une loi de commande u = a(z) tel que

I’équilibre (z. = 0) du systéme résultant en boucle fermée

& = p(x, a(z))

soit asymptotiquement stable. Pour garantir cette stabilité, un bon choix des fonctions

V(x) et W(x) est nécessaire. La commande u = a(z) doit vérifier

V= oz alz)) < ~W(z) <0 (2.4)

8Voir la définition B.3 dans I'annexe.
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A cause d’un mauvais choix de V(z) et W(x), une telle commande peut stabiliser le
systéeme (2.3) sans pour autant vérifier (2.4). Un systéme pour lequel un bon choix de
ces deux fonctions existe, est dit possédant une Fonction de Commande de Lyapunov

(fcl). Pour de tels systémes I’équilibre est globalement asymptotiquement stabilisable.

Définition 2.1 (Fonction de Commande de Lyapunov) — Une fonction V : R™ —
R+ définie positive et non bornée radialement est appelée une fonction de commande

de Lyapunov (fcl) pour le systéme (2.3) si

X av
igé{gz(z)cp(z,u)} <0, Ve #0

Exemple 2.1 — Soit a stabiliser I'origine (z, = 0) du systéme scalaire
£ = @i(z1)T9 + P (z1)u (2.5)

ou ¢, et ¥; sont des fonctions non linéaires, et ¥ est un vecteur de parametres connus.
Pour ce faire, une fcl V(z,) doit étre choisie et une commande u qui annule sa dérivée

le long de la trajectoire, doit étre calculée. Pour un systéme scalaire,
1,
V(z)) = 571

représente souvent un bon choix (Gille 1988, Krsti¢ et al. 1995, Khalil 1996). Sa dérivée

le long de la solution de (2.5) donne
V() =514 =11 [‘PI(II)T'o + ¢1(z1)u

Un choix judicieux de u rend V(z,) négative et assure la stabilité asymptotique de
I'origine du systeme. Un exemple de commande est donné par le choix de u tel que

©1(21)79 + i (z1)u = k124, ki >0
Ce qui donne

= -m [km + <p1(:t:1)T19]
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La dérivée s’écrit alors
V(z,) = ~k22 <0 (2.6)

d’ol la stabilité asymptotique de I'origine. Le fait que, dans (2.6), V soit semi-définie
négative n'implique pas forcément une stabilité simple. L’ensemble des points ou la
dérivée s’annule ne constitue pas une trajectoire possible du systéme, puisqu’elle ne
s’annule qu’a l'origine. On peut donc, selon le théoreme de Barbasin-Krasovskij (Gille
1988, Benaskeur 1997b), affirmer la stabilité asymptotique.

Remarque 2.2 (Choix de la commande) — Le choix de u n’est pas unique. Un bon
choix permet de rendre négative la dérivée, sans supprimer les non-linéarités utiles dans

le systéeme, ni augmenter inutilement I’effort fourni par l'actionneur.

a

2.2.2 Choix de la fonction de Lyapunov

Méme pour des systemes simples et en 'absence d’incertitudes, le choix de la fonc-
tion de Lyapunov, et de la loi de commande?, n'est pas toujours facile. Aucune régle
générale n’existe a ce jour quant au choix d’une telle fonction. Et quand on sait l'in-
fluence de ce choix sur le comportement général du systéme, on comprend l'intérét
qu’a suscité ce probléme ces derniéres années. Un bon choix de la fonction de Lyapunov
permet d’assurer une stabilité dans une large plage de fonctionnement, voire méme glo-
bale. Différentes approches ont été présentées dans Gille (1988) et Benaskeur (1997b),
concernant la construction des fonctions de Lyapunov dans le cadre de ’analyse des

systémes simples.

Dans ce qui suit, seront présentées des techniques qui répondent aux problémes que
peut poser le choix d’une telle fonction et/ou de la commande, pour des systémes non

linéaires présentant :

~ Des incertitudes paramétriques et/ou non paramétriques : commande robuste par

Lyapunov.

%Qui dépend directement de la fonction de Lyapunov.
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- Des parametres inconnus : commande adaptative par Lyapunov.

— Un ordre élevé : commande par backstepping. Cette méthode, qui sera présentée
en détail dans le chapitre 3, offre I’avantage de répondre simultanément a ces trois

problémes.

2.3 Commande robuste par Lyapunov

Une solution intéressante au probléme des incertitudes (paramétriques et/ou non)
est donnée par la resynthese par Lyapunov. Cette technique utilise la fonction de Lyapu-
nov d’un systéeme nominal pour calculer une commande qui vient s’ajouter a la com-
mande initiale, afin de robustifier le systeme en présence d’incertitudes qui satisfont
la matching condition!®. Ce probléme de la resynthése peut étre abordé de différentes
facons, dépendemment du niveau de connaissance que l'on a, concernant les incerti-
tudes affectant le systeme. Les objectifs de la commande peuvent également changer

en fonction de cette connaissance. Deux cas sont présentés.

2.3.1 Stabilisation robuste

Dans ce cas les incertitudes sont relativement bien connues, a savoir qu’elles sont
bornées. Cette borne supérieure, qui n’'a pas a étre petite, doit étre connue. Si ces
conditions sont vérifiées, une cornmande qui stabilise le systéeme perturbé, peut étre

calculée (Khalil 1996). Soit a stabiliser le systéme
T =gt x)+ Yt x) [u +4(t, =, u)] (2.7)

é est une fonction inconnue qui représente les incertitudes, et qui vérifie la matching

condition. Le systeme nominal est donné par

z=9p(tx)+yY(tT)u

10Les paramétres inconnus se trouvent dans la méme équation d’état que la commande.
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On suppose que I'on connait une loi de commande u = a(t, ), telle que 1'origine du

systeme en boucle fermée
z = p(t,z) + Y(t, 2)a(t, ) (2.8)

soit uniformément asymptotiquement stable. On suppose en plus que I’'on connait une
fonction de Lyapunov V(t, ) pour le systéme (2.8) vérifiant

wi(llzl) £ V(¢ z) < xo(ll=l])

et

o . ) .
Vo) 2y B Doz + wit 2date2)] < -Wilel)

ou K, K2, W sont des fonctions de classe K. On suppose qu’avec la commande
u=a(t,z)+s
le terme incertain satisfait 'inégalité
|6(t,z,a(t,x) +<)|| < Alt,z) +kl<ll, 0<k<1 (2.9)

ol A est une fonction continue non négative qui représente le niveau de l'incertitude.
L’inégalité (2.9) est la seule information que I'on a besoin de connaitre sur 4. Il faut
noter que A n’a pas besoin d’étre petit, la seule condition est qu’il soit connu. Le but.
ici, est de montrer que, connaissant V, A et la constante k, on soit en mesure de trouver

une loi de commande ¢, tel que la commande totale
u=a(t,z)+¢

stabilise le systéme en présence d’incertitudes. Le design de ¢ est connu sous le nom de

resynthése par Lyapunov (Lyapunov redesign). Considérons le systéme

T =9p+ya+y(c+9)
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qui est une version perturbée du systéeme nominal (2.8). Le calcul de la dérivée de ce

systéme le long de la trajectoire donne

.  ay aV

V= + —

Jt oz

A cause de la matching condition, le terme incertain apparait au méme endroit que la

ov ov
(o + Ya) + -é;w(c +8) < -W+ E;w(c +4)

commande, ce qui permet de choisir ¢ afin d’annuler 'effet déstabilisant de § sur V.
Avec la condition (2.9), on a

oV oV , 0V
S +0) < Fra g h'é;’l’””‘s”
oV )%
< Elﬁ( + ”5;111”(/\ + kl<lf)

Le choix

—_M n _61/'
CETToEM e

avec h(t,x) > A(t,x), donne

oV h 9V v
st 0) <~ vsan(Sou) + A Goul +
~h 0V kh 0V av
= 1rlazvl + Tl gz vl + Allggll

kh

v
—rlgzvll

ov
= -5zl <0

Ainsi la dérivée V, le long de la trajectoire du systéme en boucle fermée est négative.

2.3.2 Amortissement non linéaire

Cette méthode s’applique dans le cas ou tout ce que I’'on sait de la perturbation est
qu’elle est le produit d’une fonction connue A(¢, &) et d’'un terme inconnu (¢, T, u).
Ce dernier est borné, mais sa borne n'est pas connue. Cette situation ne permet pas
de faire le design d’une commande assurant la stabilité du systeme. Néanmoins, on est
en mesure de trouver une loi de commande qui assure, sans aucune information sur la
borne (sauf qu’elle existe), des trajectoires bornées du systeme en boucle fermée (Krsti¢

et al. 1995). Soit, a nouveau, le systéme

xz=p(t,x) + Yt x) [u + A(t, z)o(t, x, u)] (2.10)
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avec comme seule condition I’existence d’une borne supérieure &g pour ||§]|. On considere
que l'on connait une loi de commande a et une fonction de contréle de Lyapunov
V (avant les mémes propriétés que précédemment), qui garantissent la stabilité du
systéeme nominal. Méme si la borne supérieure de [|]| n’est pas connue, il est possible
de trouver une loi de commande (u = a + <) qui borne les trajectoires du systéme per-
turbé (en boucle fermée). En effet, si on calcule la dérivée de V le long de la solution
de (2.10), on obtient

. ay ov av oV |
V= 73_t-+3_[ + ] ax¢[<+Ac5] < —W+a—zw[<+A6]
Avec le choix
17)%
¢ = —m—3ylAlS, m >0 (2.11)
la dérivée devient
. 15)%
V< -w—m| Dyl + Zyas
)%
<-W- mllg;wllill—“-llz II wll | All,80

ol J est la borne supérieure inconnue de ||6||. Le terme

-mH wll IIAHz+H5—vII 18] 80

a pour maximum &g/4m, qui correspond a

av
12wl )l

Cela donne

V< W+—6°—
im

W étant de classe Ko, on est sir d’avoir V négative a ’extérieur de la sphére définie

]
Izl > W (%)

Ce qui garantit que la solution du systéme, ainsi compensé, est bornée pour toutes les
conditions initiales (ty). La commande donnée par I’équation (2.11) est connue sous

par

le nom d’amortissement non linéaire.
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2.4 Commande adaptative par Lyapunov

La commande adaptative est une commande dans laquelle le controleur est auto-
matiquement ajusté afin de compenser des changements dans le procédé et/ou son
environnement. Ce genre de probleme peut étre traité dans le cadre de la commande
robuste (section 2.3), mais en présence de fortes perturbations, incertitudes du modéele
ou parametres a forte variation dans le temps, la commande adaptative présente un
meilleur choix. Ce domaine, qui a vu le jour dans les années 50, a connu un grand essor
ces trois dernieres décennies et continue de représenter un domaine de recherche tres

actif.

Un contréleur adaptatif n'est autre que la combinaison, d’'un module d’estimation
en ligne de certains parametres inconnus, et d'un controleur qui se sert de ces pa-
rametres. Cette combinaison donne lieu a deux approches différentes de conception et
de commande : la commande adaptative indirecte et la commande adaptative directe.

Commande adaptative indirecte

Dans cette approche (figure 2.1) ce sont les parametres du procédé qui sont estimés
en ligne, pour étre ensuite utilisés dans le calcul de ceux du contréleur. Le modéle!!
du procédé G,(s,8,) est paramétrisé par rapport a certains parameétres inconnus 6.
Un estimateur (en ligne) génére des estimés 8, de 6, a chaque instant ¢, en utilisant
les signaux d’entrée et de sortie (u et y) du procédé. Dans la procédure de design,
pour calculer les paramétres 6. du controleur, le modéle estimé du procédé G,(s,6,)

est considéré comme étant le vrai modele, a chaque instant £.

Commande adaptative directe

Contrairement a la méthode précédente, les paramétres du controleur sont directe-
ment estimés (figure 2.2), et on n’a nul besoin d’estimer ceux du procédé. Le modele
de ce dernier est directement paramétrisé en fonction des parameétres inconnus 6. du
controleur. Les estimés 6, servent directement a mettre & jour le contrdleur, sans aucun

calcul intermédiaire.

1 Afin de simplifier la présentation, des modeles linéaires seront considérés.
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o  Modélede
Référence G, (s) Yom

r
Contrdleur u Procédé y
Ge(s) Gp(s)

F1G. 2.3: Commande par Modeéle de Référence

2.4.1 Commande adaptative par modele de référence

Le principe d’'une commande par modeéle de référence (MRC) est illustré par la
figure 2.3. L’objectif d'une telle commande est de trouver une loi de contréle u qui
change la structure et la dvnamique du procédé (a parametres connus) de fagon a ce
que ses propriétés entrée/sortie (r(t) vs y(t)), en boucle fermée, coincident avec celles
d’'un modele de référence G,,(s) préalablement choisi. Si les parametres du procédé
sont inconnus, une loi d’identification est greffée au régulateur MRC. On parle. dans
ce cas, de commande MRAC!? (Parks 1966, Landau 1979, Astrém & Wittenmark 1995,
loannou & Sun 1996). Cette derniére, qui peut étre directe ou indirecte, constitue I'une

des structures les plus utilisées dans le domaine de la commande adaptative.

2.4.2 Principe de I'équivalence certaine

Le principe de deux approches (directe et indirecte) telles que présentées est concep-
tuellement simple. Le contréleur est congu pour un modéle a parameétres connus. Par

la suite les parameétres inconnus du procédé sont estimés en ligne. L’idée consiste a

12Model Reference Adaptive Control.
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considérer que l'on dispose du bon modeéle en tout temps. A chaque instant ¢, la
procédure de design du contréleur G.(s, 8.) considére les estimés, 9,, (dans le cas indi-
rect) ou 4. (dans le cas direct), comme s'ils étaient les vrais paramétres. Cette approche,
largement dominante en commande adaptative, est connue sous le nom de " principe de
I'équivalence certaine”. Le libre choix, aussi bien de la méthode de design que celle de
I’estimation, constitue le point fort de cette approche. On peut combiner différents
estimateurs avec différentes lois de commande, pour obtenir un vaste choix de struc-
tures adaptatives. Toutefois, étant donné que la stabilité de ces structures est prouvée
pour un procédé a parametres connus’®, le bon fonctionnement de la boucle n’est pas
garanti dans une large plage. Par conséquent, les régulateurs adaptatifs, basés sur le
principe de I’équivalence certaine!!, peuvent rendre instable la plupart des structures
adaptatives qui les utilisent (loannou & Kokotovic 1984, loannou 1986, loannou & Sun
1996).

La faiblesse des régulateurs adaptatifs basés sur le principe de I'équivalence certaine
réside dans le fait que l'estimateur et le régulateur sont des entités indépendantes.
Par conséquent, la dynamique de ’estimateur n’est pas considérée dans la procédure
de conception. Si le systéeme présente un comportement explosif (instable ou non
linéaire) ou un fort couplage (agissant comme une perturbation), la lenteur de la conver-
gence de I’adaptation, qui caractérise cette approche, peut entrainer une instabilisation
irréversible du systeme (Krsti¢ et al. 1995, Khalil 1996). Les contrdleurs basés sur la

méthode directe de Lyapunov présentent une meilleure alternative.

2.4.3 Commande adaptative basée sur Lyapunov

L’idée principale de I'utilisation de la fonction de Lyapunov dans la commande adap-
tative, consiste a calculer une loi de commande et une loi de mise a jour des parameétres,
afin de garantir que la dérivée d'une certaine fonction, définie positive et bien choisie,
est non positive. L’approche consiste donc a trouver un triplet (fonction de Lyapunov,
loi de commande, loi d’adaptation) (figure 2.4) qui répond aux spécifications. Les taches

13Donc valable uniquement aprés convergence de I’estimation.
14Qui sont ceux couramment utilisés.
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F1G. 2.4: Commande adaptative basée sur Lyapunov

s’effectuent simultanément, et la dynamique de l’estimation est prise en compte et/ou
maitrisée, afin d’éviter tout effet destructeur. C’est grace a cette propriété que ce type

de méthodes présente un intérét pour la commande des systémes non linéaires.

Malheureusement, bien qu’il soit I’'un des premiers résultats en commande adapta-
tive (Butchart & Shackloth 1965, Parks 1966), le design par Lyapunov est resté, jusqu'a
récemment, limité aux systémes linéaires. Cette limitation était principalement due a
I’absence, pour les systémes non linéaires, d'une méthode systématique de calcul de

"bonnes” fonctions de Lyapunov.

Le design adaptatif par Lyapunov sera présenté ici comme une introduction (ou
plutét un cas particulier) de la méthode du backstepping. En effet, comme le verra
dans le chapitre 3, le backstepping se réduit, pour les systémes scalaires, a la procédure

présentée ci-dessous.

Principe

Il s’agit, pour un systéme scalaire, d'utiliser la fonction de Lyapunov pour calcu-
ler une loi de commande et une dynamique d’adaptation qui assurent la stabilité, en
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présence d’incertitudes. On considére le cas simple du systéme non linéaire (scalaire)

décrit par ’équation
i=u+@(z)70 (2.12)

otl @ est un vecteur de parameétres constants et inconnus. On désire trouver la loi de
commande u(z, ) qui assure la stabilité de P'origine du systéme (2.12). Pour ce faire,

on prend comme fonction de controle de Lyapunov (fcl), la forme quadratique
Vi(z) = %:2 (2.13)

qui est définie positive. Sa dérivée, évaluée le long de la solution de (2.12), s’écrit

Vi=zi=1z [u + cp(z)TG]
Le choix de la loi de commande

u(z,0) = —p(z)70 — k1 z (2.14)
ou k; > 0, permet de rendre V, négative. En effet, avec un tel choix, on a

V= -kz?2 <0

Deux cas se présentent alors :

- 0 est connu : la loi de commande (2.14) peut étre réalisée, ce qui permet de sta-

biliser 'origine du systéeme. L’objectif du design est ainsi atteint.
Bl Yy J gn

— @ est inconnu : le contréleur décrit par (2.14) ne peut étre réalisé. On se propose
de le remplacer par son équivalent (basé sur le principe de I’équivalence certaine),

oil, au lieu de 8, on utilise son estimé @ dans (2.14)

u=—p(z)T0 - k z (2.15)

Remplagons (2.15) dans (2.12), on obtient

i=—kz+ o(z)7(6 - 6)
= —kiz + o(z)TO
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oll, @ représente V'erreur d’estimation (6 — @). La dérivée de la fcl donnée par (2.13)

s'écrit avec ces choix
Vi=zx [ - kiz+ go(:x:)Té]

= —kyz? + zoo(z)70

Etant donné que l'expression contient le terme inconnu 8, son signe est indéfini, et
aucune conclusion ne peut étre tirée quant a la stabilité du systéme. Afin d’en savoir
plus sur cette stabilité, on construit un controleur dynamique, en augmentant (2.15)
d’une loi de mise a jour pour I’estimé @. Un bon choix de cette loi, qui doit assurer la
stabilité de I’ensemble, est a déterminer. On définit alors une nouvelle fonction Lyapunov
en ajoutant, a la fonction initiale donnée par (2.13), un terme quadratique en l’erreur
d’estimation 8
Vo(z, 8) = lxz + léT[‘-lé
2 2
ol, I' est une matrice (définie positive) qui représente le gain d’adaptation. La dérivée

de cette fonction devient alors
V, =z + 679
= —kiz? + z(z)70 + 6r-'6
=—k;z? +67T! [é + ‘r]
ou,
T =Tzp(2)

La dérivée reste toujours indéfinie, mais cette fois, le degré de liberté, offert par le
libre choix de la dynamique de mise a jour, permet de choisir cette derniere de fagon a

annuler le second terme de I’équation. Le choix
6=-6=r (2.16)
permet d’obtenir

vz = —kl.'lfz S 0



Le systéme résultant est donné par (2.12) avec la loi de commande (2.15), et la loi de

mise a jour (2.16)

i=-kz+(z)T(0-6)
6= I'ze(z)

2.5 Conclusion

A la diversité des méthodes d’analyse des systémes non linéaires, correspond, en
toute évidence, une diversité des méthodes de design. En fonction du type et de I'im-
portance du phénoméne non linéaire présent dans le systéme, ces méthodes peuvent
étre approximatives ou exactes, aboutissant a conditions de "bon fonctionnement”

nécessaires ou suffisantes.

Encore une fois, tout comme pour I’analyse, le design par Lyapunov se démarque par
sa supériorité, notamment dans le contexte adaptatif. Cette méthode a été présentée,
dans ce chapitre, pour le cas simple des systémes scalaires. Sa généralisation aux
svstéemes d’ordre arbitraire a été rendue possible, grice a4 la technique récursive du
backstepping. Pour des systémes non linéaires de tout ordre, & parameétres connus ou
inconnus, le backstepping constitue ”la solution”. A cause de son importance pour les

chapitres subséquents, cette méthode sera présentée, en détail, dans les chapitres 3 et 4.



Chapitre 3

Design par backstepping

Le design d’un contrdleur pour un systéme non linéaire de la forme
z=p(x,0,u,t)

ou le vecteur d’état = est de dimension élevée, peut souvent s’avérer une tache diffi-
cile. voire impossible. La technique du backstepping offre une méthode systématique
pour répondre a ce type de probleme. Elle combine la notion de fonction de contrdle
de Lyapunov (fcl) avec une procédure récursive de design. Cela permet de surmonter
I'obstacle de la dimension et d’exploiter la souplesse de conception dans le cas scalaire
pour résoudre les problemes de commande pour des systémes d’ordre plus élevé. Ne
faisant pas nécessairement appel a la linéarisation, le backstepping permet, quand il ¥
en a, de conserver les non-linéarités utiles qui, souvent, aident a conserver des valeurs
finies du vecteur d’état. Cette technique suppose que I’on est en mesure de trouver, au
moins pour un systéme scalaire, une loi de commande u et une fonction de contréle de

Lyapunov V() qui stabilisent son origine.

Le backstepping a été développé par Kanellakopoulos et al. (1991) et inspiré par les
travaux de Feurer & Morse (1978) d'une part et Tsinias (1989) et Kokotovi¢ & Sussmann
(1989) d’autre part. L’arrivée de cette méthode a donné un nouveau souffle a la com-
mande adaptative des systéemes non linéaires, qui malgré les grands progrés réalisés,
manquait d’approches générales. Le backstepping présente une alternative prometteuse
aux méthodes basées sur 1'équivalence certaine. Il se base sur la deuxiéme méthode de
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Lyapunov, dont il combine le choix de la fonction avec celui des lois de commande et
d’adaptation. Ceci lui permet, en plus de la tache pour laquelle le contrdleur est congu
(poursuite et/ou régulation), de garantir, en tout temps, la stabilité globale du systeme

compense.

Cette approche n’est pas la seule dans le domaine de la commande adaptative des
svstemes non linéaires. D’autres méthodes, notamment celles basées sur la linéarisation
(Singh & Rugh 1972, Isidori 1981, Sastry & Isidori 1989), ainsi que celles s’inspirant de la
commande robuste (Corless & Leitmann 1981, Barmish & Leitmann 1982, Qu 1993) ont
été proposées. Toutefois, toutes ces méthodes se trouvent confrontées au probleme de
I’applicabilité. Une méthode qui donne de bons résultats sur une classe de systéemes, peut
avoir des conséquences catastrophiques sur une autre classe, méme trés peu différente

de la premiére.

Dans le design par backstepping, aucune contrainte n’est imposée a la caractéristique
non linéaire du systéme!. Ce dernier doit, cependant, se présenter sous la forme dite

paramétrique pure. Les équations d’un tel systéme sont données par

i = @1(z1)70 + ¥ (z1) T2

Iy = ‘P2(1311~’L'2)T0 + Y2(z1, 12) T3

(3.1)
in—l = ¢n—-l($la'--’zn-l)To+L/)n—l(xl:---azn—l):rn
In = @n(ZT1,.- s Tn-1, In)Ta+¢n(Il7 ey Tno1,In)U
y=o

ol @ est un vecteur de parametres constants (connus ou inconnus). Les ; et les ¢;

sont des fonctions non linéaires connues, avec ;(0) = 0 et ¥,(x) # 0,Vx € R".

Dans le cas ou le systéeme a commander fait partie de la classe plus restrictive des
systemes dits & forme paramétrique stricte (¢; = 1), les propriétés de poursuite et de
régulation obtenues sont globales (Kanellakopoulos et al. 1991, Krsti¢ et al. 1995). Pour

ICe qui n'est pas toujours le cas avec les autres méthodes.
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les systémes a forme paramétrique pure, I’étendue de la validité de ces propriétés dépend
du domaine de définition des transformations géométriques (difféomorphismes) qui per-
mettent de ramener le systeme sous la forme stricte. Dans le cas ou ce domaine est R",
les propriétés sont également globales. Il faut noter que cette restriction (structure pa-
ramétrique pure ou stricte) n’est nullement due a ’aspect adaptatif de la méthode. Elle
est imposée par la procédure récursive de design et reste en vigueur méme dans le cas

non adaptatif.

La version de base du backstepping concerne la commande non adaptative par re-
tour d’état, en ’absence d’incertitudes. Ce cas trés particulier servira a introduire la
procédure récursive de design. Par la suite, différentes variantes de la méthode seront
présentées. La robustification du backstepping, qui consiste a I'augmenter de termes
d’amortissements non linéaires, sera abordée dans la section 3.3, alors que le probleme
de la commande par retour de sortie (backstepping avec observateur) sera présenté
dans la section 3.4. La commande non linéaire adaptative (backstepping adaptatif) sera

détaillée dans le chapitre 4, qui lui sera entiérement consacré.

Remarque 3.1 (Simplification) — Pour toutes les méthodes qui seront présentées,
la procédure de design restera la méme, pour les systémes d’ordre n > 3. Afin de
simplifier les expressions, les systémes utilisés seront d’ordre 3. Les résultats généraux
(ordre n) seront toutefois donnés. Il faut noter que le nombre des étapes, nécessaires
a la construction de la commande, de la fcl et éventuellement de la loi d’adaptation,
est égal a 'ordre du systéme (Kanellakopoulos et al. 1991, Astrom & Wittenmark 1995,
Krsti¢ et al. 1995, Khalil 1996).

O
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3.1 Algorithme de base

Afin d’illustrer le principe de la méthode du backstepping, on considere le cas des

systemes non linéaires de la forme

i1 = @] (21)9 + ¥1(21)22 (3.2)
Iz = @7 (T1,Z2)9 + Y2(T1, T2)Z3 (3.3)
i3 = @1 (Z1, T2, T3)9 + ¥3(z1, T2, T3)u (3.4)

Le vecteur des paramétres 9 est supposé connu®. On désire faire suivre a la sortie y = z,

le signal de référence y,, ou y,, ¥, yr et y$3) sont supposées connues et uniformément

bornées. Le systéme étant du troisieme ordre, le design s’effectue en trois étapes.
Etape 1 — On considére d’abord ’équation (3.2), ot la variable d’état z, est traitée
comme une commande? et I’on définit la premiére valeur désirée
(z1)a = Qg = Yr
La premiere variable d’erreur se définit par
E1 =T — Qg (3.3)
Avec ces variables, le systéme (3.2) s’écrit
E1 =TI — Qo
=@l + Y112 — &y (3.6)
Pour un tel systéme, il a été montré (Exemple 2.1) que la fonction quadratique
Vie)) = lsf
2
constitue un bon choix de fcl. Sa dérivée, le long de la solution de (3.6), est donnée par
1'2, = £16;

=€ [‘PT" + Y112 — do]

2Les parametres seront notés ¥ quand ils sont connus et 8 quand ils sont inconnus

311 faut se rappeler que z2 n'est guére une commande, mais une variable d’état interne, qui ne
peut étre forcée a prendre instantanément une valeur désirée. L'appellation "commande” n’est qu'un
subterfuge de design.
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Un choix judicieux de z, rendrait V), négative et assurerait la stabilité de I'origine du

sous-systéme décrit par (3.6). Prenons comme valeur de z,, la fonction a;, telle que

Yia + @19 — do = ~k1&,
ou k; > 0 est un parametre de design. Cela donne

a 1 T .

(Z2)a =y = —lb_ —kier — 19+ ao (3.7)
1
et la dérivée s’écrit
vl = —klig S 0

d’ou la stabilité asymptotique de |'origine de (3.6).

Etape 2 — On considére le sous-systeme (3.2)—(3.3) et ’on définit la nouvelle variable

d’erreur
€2 =TIy — (g (38)

qui représente I’écart entre la variable d’état z, et sa valeur désirée a;. A cause du fait
que z, ne peut étre forcée a prendre instantanément une valeur désirée, en 1’occurrence
a;, erreur £, n'est pas, instantanément, nulle. Le design dans cette étape consiste,

alors, a la forcer a s’annuler avec une certaine dynamique, choisie au préalable.

Les équations du systéeme a commander, dans l’espace (¢, £2), s'écrivent

E1 =] 9~ do + (2 + ) (3.9)
€2 =30 — Gy + Y13 (3.10)

pour lequel on choisit comme fonction de Lyapunov

1
Vo(er,€2) =V + 56% (3.11)
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Cette derniére a pour dérivée, le long de la solution de (3.9)-(3.10)

Va(e1,€2) = V) + €262

e, [so‘{ B+ (e +e2) ao] +ex @9 + vz - c'n]
=€ [cpft? + o — c'wo] + &2 [cpfﬂ + Y161 + Y13 — dl]
= —kie2 + ¢ [<p2Tt9 + Y€1 + YTy — o'q]
Le choix de la valeur désirée de z3 devient évident. Ce dernier est donné par
(3)a £ oz = al; [d'x — e — 30 — k2€2] (3.12)

ou ky > 0, avec &, calculée analytiquement

6a1x, + Oa; . + Oa ..
al_l 1 ayr yr 6!),» yr

dl =
Un tel choix permet de réduire la dérivée a
VQ < —klff - k2£§
<0

ce qui assure la stabilité asymptotique de ’origine de (3.9)-(3.10).

Etape 3 — Le systeme (3.2)-(3.4) est maintenant considéré dans sa globalité. La

variable d’erreur
E3 =T33 — 2 (313)

est définie, ce qui permet d’écrire les équations du systéme, dans 1’espace des erreurs

(€1,€2,€3)
EL =99 —do + Y12+ ) (3.14)
€2 = @30 — 6y + Ya(e3 + a2) (3.15)
€3 = @30 — Gg + Y3u (3.16)
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Avec comme fonction de Lyapunov

V3(€1,€2,53) = V2 -+ %ég (317)

la dérivée, le long de la solution de (3.14)—(3.16), devient

Vi(€1, €2, €3) = V2 + €363

= —klé'% - kzé'% + &3 [¢3u + Poeq + cp{i? - dg]

A présent, on est en présence de la vraie commande*. Un bon choix de celle-ci est donné

par

-1
T s

ou k3 > 0 et &, est également calculée analytiquement,

u

I:dg — e — P9 — k353] (3.18)

Jdas . Oa, . da

Jdaz . Oa
i+ 2 . 2 $3)
6:1:1

2.
I + + — -+ —
. 2 B T T By, T B,

dg =
Avec ce choix, on a

y 2 2
Vi(e1,€2,63) S —k1€2 — kel — kel

<0

d’'ou la stabilité asymptotique de l'origine de (3.14)-(3.16). Ceci se traduit par la stabi-
lité, en boucle fermée, du systéme originel (3.2)-(3.4) et la régulation a zéro de l’erreur

de poursuite y — y,. Les deux principaux objectifs du design sont alors atteints.

Remarque 3.2 (Parameétres k;) — Les parameétres de design k; sont directement liés
a position de péles de la boucle fermée. Leur choix permet de faire un placement des
poles, fixant ainsi la dynamique en régulation de cette boucle.

O

4Qui, contrairement a z2 et 3, peut étre instantanément forcée a prendre n'importe quelle valeur
désirée (physiquement réalisable).
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Exemple 3.1 — Soit a stabiliser I’origine du systéme

=22 —-1}+ 1, (3.19)
T =13 (3.20)
i3 =u (321)
Etape 1 — Le sous-systéme (3.19) est considéré en premier lieu. Etant donné que

ap = 0, on prend comme fonction de controle de Lyapunov
Vi(z)) = %1%
Sa dérivée le long de la trajectoire (3.19) est donnée par
Vi(z1) = z,(z? — 7} + 12)
Avec le choix (qui préserve les non-linéarités utiles, i.e. —z3)
(z)a 2oy = -1} -1
la dérivée s’écrit

Vl(-'l?l) = Ix(l‘f —I? - If — 1))

= 4 _ 2
2
< -1

Ce qui implique que ’origine de (3.19) est globalement asymptotiquement stable.

Etape 2 — Cette fois, on consideére (3.19)~(3.20) et I’on définit la nouvelle variable

€9 =T —(y
=I;+ :L'% + I
Le sous-systeme (3.19)-(3.20) s’écrit alors
i:l =-I - le’ + €2 (3.22)
ég = .'i‘g - d} (323)

=$3—d1
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Si I'on prend pour fcl
1 1
Vo(z1,€2) = 51"1’ + '2'5§
sa dérivée le long de la solution de (3.22)—(3.23) est donnée par
Va(21,62) = 1121 + €262

4 2 2
=-I| —-I +£2[1:3—al +.’L‘1]

Il suffit, & présent, de choisir la valeur désirée a; de z3 pour rendre négative cette

dérivée. Un tel choix est donné par
(z3)a & az = 6y — z1 — koo
ou
& = —(22; + 1)1 = —(2z1 + 1)(z] — ] + z2)
Ce qui donne (pour k; = 1)

as = 2z} — 1':1’ - 21? — 21y — 21,12 — 219

Etape 3 — Tout le systéme (3.19)-(3.21) est maintenant considéré. On définit la

nouvelle variable d’erreur
£33 = T3z —

Ce qui permet d’écrire le systeme (3.19)—(3.21) sous la forme

i1 =-22 -1l +a +e (3.24)
E2=a2+£&3—ay (3.25)
és =1u-— dg (3.26)
Le choix de la fcl
1 1 1
V3(z1,62,€63) = §I¥ + 552 + §5§



et le calcul de sa dérivée le long de la trajectoire de (3.24)-(3.26), de la méme maniére
qu’a I’étape 2, permet d’obtenir la commande qui assure la stabilité asymptotique de
l’origine du systéme. Apres calcul et simplification (avec k;, = k; = k3 = 1), cette

commande est donnée par

Jda Oa
u= bx—f(rf — I} + 13) + a—J::Ia = (z2 — 1) — (z3 — a2)

= (823 ~ 312 - 21, — 2)(2? — 1} + ;) — (22, + 1)z
— (@2 + 22 +11) — (23 — 22} + 23 + 222 + 2z, + 27,75 + 21,)
= —(8z} — 11z} + 23 ~ 2% + 51, + 3)2,

+ (IOI? - 51'? -2z, — 21, — 5)1‘2 — 2(1’1 + 1)1‘3

Avec comme fonction de Lyapunov

1 1 2 2
Vi = 5rf—+— §[x2+xf+x1] +§[I3—2z}+x§+2x%+2x,+211.1:2+21:2]

Simulation

Une comparaison entre le controleur obtenu par la technique du backstepping et
celui que générerait la méthode par linéarisation exacte (section 2.1.2) est donnée par
les figures 3.1 (a) & (b). Partant d’une position initiale non nulle z,(0) = .7, le but
du design consiste a ramener le systéme a sa position d’équilibre z; = 0 et I'y main-
tenir. On constate que, pour l’approche par linéarisation, 1’élimination systématique
de toutes les non-linéarités se traduit par un effort inutilement élevé de l'actionneur,
puisque le backstepping permet, avec une commande beaucoup plus douce, d’obtenir

des performances nettement supérieures.



—— Backstepping
Linéarisation
6 8 10 12
Temps(s)
(a) Sorties
2
1
0
-1
=2
-3t
s}
-6r —— Backstepping
Linéarisation
-7 o . . . : ,
o 2 4 6 8 10 12
Temps(s)

{b) Commandes

F1G. 3.1: Backstepping vs Linéarisation
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3.2 Systeme d’'ordre n
L’application récursive du backstepping permet I’extension de la procédure de design
aux systemes triangulaires de la forme

I = @] (21)9 + ¥y (z1)z2

T2 = @3 (21, T2)9 + ¥2(T1, T2) T3

Fnot = Ph_1(Z1, T2, . -, Tn-1)0 + Yot (Z1, T2, - - -, Tn-1)Zn
Fp = @I (Z1, T2, -y T, Tn)O + Yn(T1, T2, - - -, Tnoy, Tn)U
ou
pi(0)=0 et Y; #0, 1<i<n

dans le domaine d’intérét D. La procédure de design commence avec la premiere
équation. Le changement de variable adéquat a chaque étape i permet d’appliquer le
backstepping récursivement, en rajoutant l’éguation 7 + 1. Partant de aq, on construit

les différents ¢; et V;. Ce qui résulte en
(1)d Eag =y

a 1 . 60(-1 6(1,'_1 (k T
z; =a; = — E beZes1 + V) — Yim16im1 — kigi — w9
( +l)d H e axk Yk k+1 ay,(_k—l)yr W 1€t~1 <1

ou
1=1,...,n
Ei =TI — Qi

i-1
Oda;_,

w; =@ — O Pk
k=1 k

Les différentes fonctions de Lyapunov sont données par

£ 2
v.; 1 [.’L‘j - C!j..l]

T2
i=1

La commande u, qui permet d’atteindre les objectifs du design pour le systéme global.

est donnée par la derniéere commande virtuelle a,,.
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Remarque 3.3 (Incertitudes) — Malgré sa souplesse et son efficacité, le backstepping,
dans sa forme de base, souffre, en présence des incertitudes, des mémes limitations que
les méthodes " classiques”. Il offre, cependant, I’avantage de se combiner facilement avec
des techniques de robustification (tel que I’amortissement non linéaire), afin d’améliorer

la stabilité des boucles perturbées.
O

3.3 Backstepping Robuste

L’efficacité de la méthode du backstepping se manifeste en présence d’incertitudes.
Dans de telles circonstances, aucune autre méthode systématique de design n’existe
(Krsti¢ et al. 1995). L'idée consiste a combiner la méthode de I’amortissement non
linéaire (section 2.3.2), pratique pour les systémes simples, avec la procédure récursive
du backstepping (section 3.1), afin d’augmenter la robustesse des systemes complexes
perturbés. Cette approche permet de surmonter la contrainte de la matching condi-
tion, que doivent vérifier les incertitudes dans le cas de I'amortissement non linéaire
simple (section 2.3.2). Cette propriété rend le backstepping robuste applicable a2 une

plus large classe de problemes.

3.3.1 Principe

Soit 4 commander le systéeme

i1 = @1(z1)79 + ¥ (7)) [2?2 + A2, xl)él] (3.27)
Iy = p2(z1,T2)T9 + Y2(z1,22) [13 + Az(t,-'thfz)az] (3.28)
I-3 = ‘P3(Il7 I3, 1:3)7‘0 + '/’3(351, Iy, 1.'3) [u + A3 (t, I, Ty, 173)63] (329)

qui est une version perturbée de (3.2)-(3.4). A;, A2 et A3 sont des fonctions non
linéaires connues, et J;, 4, et d3 sont des termes non linéaires incertains, mais bornés®.

5Pour simplifier les expressions, on suppose qu'ils ont une borne commune .
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Etape 1 — On considére d’abord (3.27), ol z, est prise pour la commande. La
technique du backstepping en I'absence des perturbations (section 3.1) donne comme

premiére commande virtuelle

a 1
(z2)d = oy = o [klsl + T - &,] (3.30)

ou & = &g. La méthode de I'amortissement non linéaire permet de calculer la com-
mande qui assure des trajectoires bornées de (3.27), méme en présence des incertitudes.

L’équation (2.11) donne
(T2)a =1 + 6 (3.31)
avec comme amortissement non linéaire
2
= —m1€1¢1I|All|2

ou m; > 0 est un paramétre de design et a; est la commande (virtuelle) qui assure
la stabilité de (3.2), qui est la version non perturbée de (3.27), avec comme fcl V,. La

dérivée de celle-ci vérifie
y )

le long de la solution non perturbée. Avec la commande (3.31), on est sir que cette

méme dérivée vérifie

: 5o
YV, < —kje? + —
b= 16[ + 4m|
le long de la trajectoire perturbée (3.27).
Etape 2 — On considére le sous-systéme (3.27)~(3.28) et I’on définit la variable &,

€2 = I — (a1 + 1)
qui permet d’écrire (3.27)—(3.28) sous la forme

Er=1 0+ [52 +a+6G + Al&} - Qg (3.32)

E2=p30 + s [Is + A252] - (& + 1) (3.33)
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Si 'on prend pour fcl

1
VQ(El,Ez) =WV + 55%

1 1
= -2-'6"1, + 55%

sa dérivée le long de la solution de (3.32)-(3.33) sera donnée par
Vg = €161 + €362
=£; [cpft‘) + (o + 61 + A14y) — d'o]
+ €2 [¢§i9 + Y2(z3 + D2d2) — (6 +61) + 511/11]

J d(a; +
< —ke2 + —noz_ + &2 [‘P;" + Yoz3 + 1Y) — 51] + €2 [L/Jz-ﬁztsz - MAIJIJ
1

4 61‘1
ou
oy +61), 1 ooy + 1) . d(a; + 1)
= ————— (]9 + + =Y + ————
51 aIl (‘Pl 10112) ayr Yr ayr Yr
est la partie déterministe de &; + ¢;. La valeur désirée de 3 est fixée a
(T3)a = a2 + &2
ou

1
Qz = —— [51 — i — et — kzé‘z]
(%]

avec ko > 0. Avec un tel choix, la dérivée V, vérifie

i S ;)
Vi € —k1€2 — ke + —> + &, [wzcz + YA08, — 81 +1) A6,
4m, oz,

L’application de I’amortissement non linéaire a ce probléeme permet de choisir ¢;. Si

I’on prend

day +
= -ma [l + 122 ]



ou m, > 0, la dérivée V, peut étre réécrite sous la forme
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9o
< —ki€2 — kyel + —
Vs k1€_ 265 + am,
_ 21, 2 Aoy + 1) 2 Ands — a1 + )
ma€s [I vl + "*_6:1:1 AL||°] + &2 2826, BT
do
< —klEf - kgEg + 4_‘”2,1
d(a; +¢ d(a; +¢
- llextatal + 1 2L |+ eovasaltnd + er 222
)} 6 )
< —k 2 _ 2 0 + 0 0
- 11 k262 + 4m1 4m2 * 47712
34
< _Jg2 _ 2 0
< —kiey — ka5 + yr——
ou
mi2 = min(m,, my)
Etape 3 — On considére a présent le systéme (3.27)—(3.29) dans sa globalité. On
définit la nouvelle variable
€3 =73 — (a2 + 62)
et la fonction de Lyapunov
1,
Vi(ey,€2,63) = Vo + 353
1 1 1
= §€f + -2-53 + §s§
Les équations (3.27)—(3.29) s’écrivent avec ces variables
=@+ leato+a+ -’3151] ~ o (3.34)
L
Ex = CP;“I’ +Yales+ax+6 + Ag&g] - (O!l + (1) (335)
£3 = (Pg!’ + Y3 (’U + A363] - (az + Cg) (336)
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Le long des trajectoires de ce systéme, la dérivée de la fcl est donnée par
v;; = €161 + €362 + €3€3

34, . .
< —k18¥ - kgE% + H(:z + £3 [821/}2 + (P?;‘!’ + 1[13(11- + A363) —-Qz — (2]

36,
= —ki€? — koe2 + —— + €3 |€2t2 + T + Yyu — &2
4m12

dag + d(ag +
+ €3 |¥3Q303 — —mz_cz)”lﬁzAztsz - M¢15151
3.1:2 311
ou
_Olee+).  dloz+e).  Oloz+¢) 4
§2= Oy, vt 0y, ¥r ¥ ayr Yr
0 a
+ ——(02 * 52) (‘nﬁ"ir19 + UnT2) + ————(02 + <2) (‘f"g19 + Y213)
or, 0T

est la partie déterministe de &, + <2. Si I'on choisit comme commande
u=a3+4G3
ou

1
Q3 = '—/ I:EQ - (Pg"!’ - 521/12 - k3€3]
w3

la dérivée V; se réduira a

; 36
Vs < —kie? — kaed — ke + 4m‘:2
HNasz + ¢ Oag + 2) |
+ €3 [¢3(3 + Y3303 — '—(%——2)'1’12-&252 - (—2—2-)1#14\151]
I2 aIl

Une fois encore, I’application de ’amortissement non linéaire permet de choisir ¢3. Il
suffit, a présent, de prendre

€ 2 d(ay + ¢2) 2 d(az + <) 2
2= - 2 [fwatall+ |2 ED gy 4 2L E ) ]

ou m3 > 0, pour obtenir

. 34 38,

Vi < —k1€2 — kog? — k32 _—

3= =1 2€2 3c3 + 4777.12 * 4m3
24,

< —ky€? — ko2 — k3e? +
- 1¢1 2<2 3c3 3m123
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my23 = min(miz, m3) = min(m,, m, ms3)

Ce résultat implique que V; est négative i |’extérieur d’une certaine sphere, et que
€1, €2 et €3 sont bornées (la borne dépend de J, et des m;), malgré la présence des

incertitudes.

3.3.2 Applications

Une application directe de la version robuste du backstepping est donnée par la
méthode du backstepping avec observateur (Krsti¢ et al. 1995, Krsti¢ & Kokotovi¢ 1994).
Cette derniére, en aboutissant a des contréleurs par retour de sortie, permet de s’af-
franchir de la nécessité de la mesure de toutes les variables d’état du procédé, puisque
seule la sortie reste nécessaire a 'implantation de la loi de commande résultante.

Une autre application intéressante, consiste a utiliser la robustification par amor-
tissements non linéaires dans le contexte adaptatif. Cette approche permet (comme il
sera montré dans la section 4.5.4) de conserver la stabilité des boucles, méme en 1'ab-
sence d’adaptation (i.e. erreurs d’identification non nulles). Cette propriété a donné
lieu a une nouvelle approche de conception des contréleurs adaptatifs par backstepping,
connue sous le nom de Modular Design Method (Krsti¢ et al. 1995, Krsti¢ & Kokotovi¢

1995, 1996).

3.4 Backstepping avec observateur

La méthode du backstepping, telle que présentée jusqu’ici, suppose la disponibilité
a la mesure de I'état du procédé (au complet). Dans le cas ou une partie de cet état
n’est pas mesurable®, le backstepping (dans sa forme de base) ne peut étre appliqué.
Une solution consiste alors a remplacer 1’état par un estimé, fourni par un observa-
teur. Cette solution, largement utilisée en commande linéaire, n’est pas sans poser des
problemes (notamment de stabilité) dans le contexte non linéaire. Pour un systéme

6Soit physiquement non réalisable, soit se traduisant par des coiits trop élevés.
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linéaire, la stabilité de la boucle (procédé, contréleur, observateur) est garantie par le
principe de séparation, qui stipule que si I’observateur et le couple (procédé, controleur)
sont chacun stable de son c6té, alors ’ensemble est stable. La vitesse de convergence de
I'observateur (erreurs d'estimation des variables d’état) n’affecte en rien la stabilité de
la boucle. Son seul effet réside dans la modification des performances en boucle fermée.

Il est évident, qu’a cause du "finite escape time”, le principe de séparation ne peut
s’appliquer aux systémes non linéaires. La lenteur de la convergence de 'observateur
peut engendrer une instabilité irréversible de la boucle. D’ou, I'idée d'utiliser la version
robuste du backstepping, ou les erreurs d’estimation de variables d’état constituent la
partie stochastique des équations. Des termes d’amortissements non linéaires peuvent

alors étre introduits, afin de garantir la bornétude du vecteur d’état.

En réalité, cette méthode ne se limite pas a garantir la bornétude, puisque les
propriétés de 'observateur (stabilité et convergence exponentielle) sont exploitées pour
s'assurer de la régulation a zéro de toutes les variables d’erreurs ¢; définies dans la

procédure récursive de design.

3.4.1 Applicabilité

L’existence et la difficulté du design d’observateurs (a convergence exponentielle)
pour les systemes non linéaires, constitue un handicap majeur a 'application de cette
méthode. C’est pourquoi, le backstepping avec observateur n’est applicable qu’aux
svstemes dont les non-linéarités sont fonctions de la sortie. De tels systémes sont décrits

par
1= pi1(y) + 12
I = pa(y) + T3
] (3.37)
In-1 = Pn-1 (y) + z,
In = pn(y) +u

y=z



Sous forme matricielle, ces équations s’écrivent

& =Ax+ ¢(y)+ Bu

y=CTz
ou
01 0 0]
00 1 0 [0](n—1)x1 1
A= E Y = 3 C= 1

00 0 1 1 (0] (nys -
0 0 0 0]

a:=[3:1 Iy - In]T et (P=[901 P2 ‘r”n]T

Afin d’étre en mesure d’estimer I’état du procédé, un observateur (non linéaire) de

Luenberger (Luenberger 1964, 1971) est utilisé. Son équation est donnée par

z

Az + H(y — ) + ¢(y) + Bu
CT

<<
I

ou le vecteur des gains
H=[h hy - hi]”
est choisi afin de rendre hurwitzienne’ la matrice
Ay = A- HCT
L’équation de 'erreur d’estimation résultante s’écrit alors
T = Ao (3.38)

avec £ = & — & assuré (par le choix adéquat de H') de converger vers zéro.

"Ses valeurs propres sont a partie réelle négative.
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3.4.2 Principe

La disponibilité d’une estimation de I'état du procédé permet, a présent, d’appliquer
I’algorithme récursif. Comme pour la version par retour d’état, le design sera développé
pour le systéeme de troisieme ordre

1 = p1(y) + 2
T2 = p2(y) + 3
i3 = pafy) +u
y=x
pour lequel on construit 'observateur®

I

=¢i1(y) + hi(y — §) + 12
T2 = @2(y) + ha(y — §) + 23
I3 = ¢3(y) + ha(y — 9) + u
y=1
Etape 1 — On définit la premiére variable d’erreur

&1 =Y — Qo
ol ag = y,. On choisit comme premieére fonction de controle de Lyapunov

1
V= -el+ —3TPz (3.39)
4m1

o m; > 0 est un parametre de design et P est une matrice symétrique définie positive,

solution de I'équation de Lyapunov
PA+ATP=-1

L’existence et la positivité de P sont garanties par la stabilité du systéme d’erreurs
(3.38). La dérivée de (3.39) est alors donnée par

. 1 -
YV, =66 + — 2T [PAO + Agp]:l!
477'1.1

. 1 .
=g [zz+so1(y) —ao] - mxTz

8] es détails de cette construction sont volontairement omis.



66

Etant donné que la variable z, n’est pas disponible pour la mesure, elle ne peut étre
choisie comme commande virtuelle. L’équation de la dérivée est réécrite sous la forme

. . - . 1 _r_
VI =¢e; [a:z + I+ ¢(y) - ao] - —&'

4m,
ou I’on fait apparaitre I'estimé Z, qui sera prise comme commande virtuelle. Sa valeur

désirée est donnée par

(Z2)a=a1 +4

=~kie; —p1(y) +é +a

ol & = dp et ¢; est le terme d’amortissement non linéaire, dont la valeur reste a

déterminer. L’expression de la dérivée devient avec ces choix et notations

. - 1 _,_

Vl = —klsf +€1((1 +.’L’2) - 4—"1—1sz
- 1 _

< —kiel + (s + Z2) — T i3

1

- 2
z2
—k1e2 4+ €,(c, + mue) —my e, - —
1€} 1((1 11) 1[€1 om,

< ~ke? 4+ e1(c + myey)
Il suffit, a présent, de prendre
1= —m&

pour assurer la négativité de la dérivée V. Ceci aura pour conséquence de garantir la

stabilité de la premiére équation d’erreur
£ = —(kl +my)e; + I
malgré la présence du terme inconnu ZI,.

Etape 2 — La deuxiéme variable d’erreur est définie par

€2 =122 — (a1 + 1)
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et la nouvelle fcl est une version augmentée de la précédente
1, 1 .
= = —z' P& .40
Ve W+ 252 + 4m23 z (3 4 )
Sa dérivée est donnée par

. . 1
Vo=V, +660— —3Ta
2 1 22 4m2

. 1 _r_
< —-kie? + & [61 + 52] - —3Tz
47722

ol
E2==23+p2(y) + ho(y — §) — (&1 + 1)
et
o +¢ = __B(aé T Q)((Pl + Iy + I) + 8(05;; Cl)yr + a(aé; <1)3'/',-
—e+ a(a(;-fl-q) -

ou I’on note §; la partie connue (et calculable analytiquement) de a; +¢,. La deuxieme

commande virtuelle peut maintenant étre choisie comme
(Z3)a =az +¢2
=—hke2—e1—@y) —h(y-9)+ &+

Avec ce choix, la dérivée de la fcl (3.40) devient

. 1 . da; +¢
VzS—klsf“szg—:{"T:th+[<z -(—I-———Il Zy|€2

2 0z,
- d(ay + ;) -
< —kye? — kpe? — —— 72 -~ T LT
= 1€ 265 I; + [c oz, Io]E&q
1 . O +a) ]? 6(a1+c1)
= —IﬁE% - kgE% - my [27",21:2 + 81:1:1 L 62] + |G + mg( )
o, +
< —ki1€2 — kpel + [cz + mg(-%i))zsz] £2
1

Il suffit & présent de choisir comme deuxiéme amortissement non linéaire

pour assurer de la stabilité des deux équations considérées (méme en présence des

erreurs d’estimation).
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Etape 3 — La derniére variable d’erreur est donnée par
£3 =13 — (a2 + )

Sa fonction de Lyapunov associée est définie par

1
Vi=V,+ -2+ —iTP%
3 2 2 3 4m3
Le calcul de la dérivée de cette derniére, le long des trajectoires du systéme global,
donne
- - . 1 _r.
Vi=V3+6€33 -~ —2° &
4m3
. 1 .
< —klE? - ,Cg.’:’.g + &3 [52 + 53] - 4—”'1'—313%
Avec
E3=u+@a(y) + hs(y — §) — (G2 + 2)
et
. . d(az + ¢2) . d(az +¢2) .. d(a; + ¢2) (3)
+6 = ————y + _ r+ ~ ¢
Gz TS 5y, 7 ER 3,
d(az + ¢ . - d(ay +¢ . .
ML k) PP R 002 + %) [ 4 2y 4 haly - 9)
Jr, 0o
O(ag +¢2) .
=&+ —( ; <2)$2
I

ou &, est la partie connue de ¢ + <;. Avec ces notations, la vraie commande s’écrit

u=aqa3+43
= —ksez —e2—p3(y) —ha(y—9) + &+

Ce qui permet d’écrire la dérivée de la fcl V; sous la forme
y 1 a2 + 2)
Vi < —ki&? — ke — kge2 — —I2 + - ——— T3]
3> 1€, 289 3&3 4m32 S3 9z, 2|€&3
Un réarrangement de cette équation, identique a celui effectué a I'étape 2, permet de
choisir le terme d’amortissement non linéaire <3 qui assure la stabilité du systéeme global
(procédé, controleur, observateur). Ce choix est donné par

az + )12
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La dérivée devient avec ces choix
V3 < —kje? — kye? — k3ed

D’ou la stabilité de la boucle et la régulation a zéro des erreurs de poursuite ¢, et

d’estimation Z;.

3.5 Conclusion

La technique du backstepping offre un outil efficace qui permet, pour les systémes
non linéaires de tout ordre, de construire récursivement, et d’'une manieére systématique
et directe, la loi de commande et la fonction de Lyapunov qui assurent la stabilité de la
boucle. Dans sa version originelle, le backstepping aboutit a des commandes par retour
d’état. Pour obtenir des contréleurs par retour de sortie, une variante robuste de la
méthode permet, en utilisant un observateur, de s’affranchir de la nécessité de la me-
sure de I'état. On parle, dans ce cas, de backstepping avec observateur. Ce dernier fait
appel a la technique des amortissements non linéaires qui garantit, méme en présence

des incertitudes, la bornétude I'état du procédé.

Dans le cas ou ces incertitudes sont de nature paramétrique, le backstepping garantit
plus que la bornétude d’état. En effet, sans avoir a utiliser les amortissements non
linéaires®. la version adaptative du backstepping. qui sera présentée dans le chapitre 4.
offre, en plus de la loi de commande et la fonction de Lyapunov, un mécanisme de
mise & jour des parametres inconnus. Ce dernier assure, sous certaines conditions. la

convergence vers zéro des erreurs d’identification.

%Qui peuvent, toutefois, étre utilisés comme robustification supplémentaire.



Chapitre 4

Backstepping Adaptatif

La version adaptative du backstepping offre une méthode itérative et systématique,
qui permet, pour des systéemes non linéaires de tout ordre, de construire récursivement
les trois parties indispensables 4 une commande adaptative basée sur Lyapunov :

- La loi de commande : permet de répondre aux spécifications désirées, quant au

comportement du systeme a commander.

— La loi d’adaptation : détermine la dynamique d’estimation des parameétres incon-
nus. Elle doit garantir leur convergence vers leurs valeurs respectives, sans affecter
le bon fonctionnement, surtout la stabilité, de I'’ensemble.

- La fonction de Lyapunov : permet le choix adéquat des deux précédentes lois et

garantit la convergence et la stabilité de la structure adaptative, en tout temps.

La construction de ce triplet s'effectue simultanément. Les trois opérations sont entre-
lacées, ce qui permet de tenir compte des différents effets destructeurs, afin de préserver

la stabilité du systéme.

4.1 Applicabilité

En plus des contraintes imposées a la partie déterministe dans le cas non adapta-
tif', quelques restrictions portent également sur les incertitudes paramétriques, dans

IStructure paramétrique pure ou stricte.
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le contexte adaptatif. A ce sujet, le backstepping est, de loin, la moins sévere des
méthodes (Kanellakopoulos et al. 1991, Krsti¢ et al. 1995, Khalil 1996). Il impose aux
termes incertains de se présenter linéairement dans les équations d’état du systéme, sous
forme de parameétres constants inconnus. C'est une contrainte que l’on retrouve dans
la plupart des méthodes. Le backstepping a permis, cependant, d’éliminer la contrainte
de la matching condition?, qui représente une barriére infranchissable pour beaucoup de

méthodes. Ce résultat a été obtenu au prix d’une sur-paramétrisation.

Cette sur-paramétrisation peut étre évitée dans la situation trés particuliere de
I’extended matching condition® (Jiang & Praly 1991), mais reste inévitable dans le cadre
général. Une variante du backstepping connue sous le nom de la méthode des fonctions
de réglage (tuning functions design), proposée par Krsti¢ et al. (1992) a permis de sur-
monter cette limitation. Cette technique requiert le nombre minimal d’estimés, i.e. égal

au nombre de parametres inconnus.

En plus d’assurer la stabilité du systeme et la convergence vers zéro des erreurs
(poursuite et/ou régulation, estimation), le backstepping offre le moyen d’améliorer la
qualité du régime transitoire de cette convergence. Ces améliorations s’obtiennent par
I'utilisation de l'amortissement non linéaire et de l'initialisation des trajectoires (Ka-
nellakopoulos et al. 1993, Krsti¢ et al. 1994). La combinaison de ces deux méthodes
permet de garder le vecteur d’erreur borné, méme en |’absence d’adaptation, et d’avoir
le controle sur sa borne. Avec ces améliorations, les fonctions de réglage permettent
d’obtenir des contrdleurs dont les performances sont supérieures a celles obtenues par

les contréleurs adaptatifs basés sur l’équivalence certaine (Krsti¢ et al. 1995).

4.2 Principe

Le backstepping adaptatif est la méthode qui résulte de la fusion du design adaptatif
par Lyapunov (section 2.4.3) et la technique récursive du backstepping non adaptatif (sec-
tion 3.1). Toutefois, la combinaison directe de ces deux méthodes conduit, en général, a

2Parametres inconnus et commande dans la méme équation.
3Un seul intégrateur sépare la commande des parameétres inconnus.
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des contréleurs d’ordre trop élevé. On parle alors de sur-paramétrisation, i.e. plusieurs
estimés par parametre inconnu. Dans le cas ol le systéeme présente certaines propriétés
structurales (matching condition ou I'extended matching condition), le contréleur obtenu
est d’ordre minimal. Le cas simple des systémes vérifiant la matching condition, servira
a introduire le principe de la méthode. Par la suite, sera abordé le cas général des

systémes ne vérifiant pas cette condition.

Soit & commander le systéme non linéaire

i1 =@l9+ YT, (4.1)
iz = @39 + Yol3 (4.2)
t3 = 30 + Y3u (4.3)

y=1n (4.4)

ou le vecteur des parametres 8 dans I’équation (4.3) n’est pas connu. L'objectif est de
faire suivre & la trajectoire de référence y, la sortie y = z,. Pour ce faire, on procéde

récursivement, comme dans le cas non adaptatif (section 3.1).

Le sous-systéme(4.1)-(4.2) est identique au sous-systeme (3.2)-(3.3). Sa commande
virtuelle a,, valeur désirée de z3, peut étre réalisée de la méme fagon que dans le cas non
adaptatif. Celle-ci est donnée par I’équation (3.12). La différence, par rapport au cas
non adaptatif, réside dans la troisieme étape de la procédure, a cause de la présence du
terme inconnu @ dans (4.3). Par conséquent, seule I'étape 3 de la procédure du design

sera présentée. Les deux premieéres restent inchangées.

Etape 3 — On conserve la méme approche récursive, ou I’on considere tout le systéme

(4.1)-(4.3). La fonction de Lyapunov est choisie telle que

1 1 1 -
Vi(e, €2,€3) = 55? + -2-€§ + §e§ (4.5)

ou la nouvelle variable d’erreur 3 est définie par

€3 =Tz — Q2
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Les équations du systéme s’écrivent alors

g1 = ¢T‘l’ <+ 1/)1(52 -+ 01) o (46)
E2=@39 +Yo(e3+ ) — (4.7)
és = T + Ysu — dig (4.8)

La dérivée de (4.5), le long de (4.6)-(4.8), se met sous la forme

Vi(€1,62,€3) = €16 + €262 + €363

= —klfg - kgEg + &3 [l,bggz + ¢§0 + Y3u — dﬂz]

Si le vecteur @ était connu, la commande

1.
=7 [02 — o2 — 3 0 — kafs] (4.9)

ol k3 > 0, aurait permis de rendre V; négative; ce qui aurait stabilisé I'origine du
systtme d’erreurs global. Etant donné que @ est inconnu, une approche adaptative

s'impose. Le vecteur @ est alors remplacé par son estimé 8. Le contrdleur (4.9) s’écrit,

dans ces conditions,

1 .
U=~ [dz — Yg2 — P10 — k;,e;,] (4.10)
Y3
et la dérivée prend la forme
Vi(e1, €2,€3) = —kie2 — ko€l — ksel + £33 0

La présence du terme d’erreur @ dans I’expression de la dérivée ne permet pas la

détermination de son signe. La stabilité du systeme ne peut étre affirmée.

Remarque 4.1 (Equivalence certaine) — On remarque que l'équivalent? adaptatif
(4.10) du contréleur (4.9), n’est pas en mesure de garantir la stabilité du systéme. Cela
est di aux effets instabilisants causés par la dynamique d’adaptation. D’ol, I'idée d’en

tenir compte dans la procédure de design, afin de préserver la stabilité.
O

4Basé sur le principe de I'équivalence certaine.
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Afin de surmonter cet obstacle, on augmente la fonction de Lyapunov (4.5) d’un

terme quadratique en é
vg(elyezvs:h 6) = v3 + %éTr-lé
1,, 1, 1, 1o 5
= = - -~ -0'r-'o
251 -+ 262 <+ 253 + )

Sa dérivée le long de la trajectoire du systeme (4.1)-(4.3), s’écrit (aprés quelques sim-

plifications)
Vi(e1,€2,€3,0) = —k1€2 — kpe? — ksl + £330 + é'r-'6
= —ki€? — kpe2 — kae2 + 07T} [Fsgcps + é]

= —k1e? — kel — k33 +67T! [1' - 0]

ou T = ['ezp3. Le signe de la dérivée reste toujours indéfini, mais un choix judicieux

de la loi de mise a jour de I'estimé, permet d’annuler le terme incertain. Avec le choix
6= (4.11)
la dérivée devient

Vi(e1,€2,63,0) = —k1e% — koel — kag}

<0

La négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov implique la stabilité asymptotique
de l'origine du systéme d’erreur de régulation et la convergence vers zéro de l'erreur

d’estimation. Le systéme obtenu en boucle fermée est décrit par

€1 -k 1 0 €1 0 .
€2 = | -1 <k, 1 g2+ 0} (6-0)
£s 0 -1 —k3| |les #3

avec comme loi d’adaptation

6= r‘P;TEs
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4.3 Cas général

On considére toujours le méme probléeme de poursuite, appliqué au systéme

i'l = ¢p'f0 + Y1 To (4.12)
t2 = 930 + Yozy (4.13)
i3 = @30 + Ysu (4.14)

y=1 (4.15)

ol cette fois, le vecteur des parameétres inconnus @ est présent dans les trois équations.

Etape 1 — On considére le sous-systéme (4.12), o z, est traitée comme une com-
mande et 1’on introduit la variable d’erreur donnée par (3.5). L’équation (4.12) s’écrit

alors
€1 =10+ Y172 — Go (4.16)
olt ag représente la trajectoire de référence y,. On prend comme fonction de Lyapunov
Vi(e1, 0,) = %sf + %é{r-lél (4.17)

oll 8, est 'erreur (@ — 91). Le vecteur @, étant I'estimé® a l'étape 1 de 8. La dérivée

de (4.17), le long des trajectoires possibles du systéme, est donnée par
V) =€, + 5{[“151
=€ [«pfﬂ + P12 — €0] + OTF"‘él
=€ [wlTo +Yzg — 50] +6Tr'6,
ol, pour conserver la méme notation, on introduit

€0 =g

w) =@

5Le vecteur des paramétres @ aura un estimé par étape, on parle de sur-paramétrisation.
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Le choix de la valeur désirée de z,
(z2)g = 01(51,01) = ;{}1-1 [50 - w'{'él - kxfx]
permet d’écrire la dérivée sous la forme
Vi =6 [w'f(o -6, - k,el] + 0?1“"51

=~k 2+ 07T [I‘wlsl + 51]

= —k;e? + 671! [1'1 - él}
ou 7, = 'w,&,. La loi de mise a jour

6, =m
assure la négativité de la dérivée de la fonction (4.17), qui s’écrit
Vi=—-ke?<0

Etape 2 — On consideére le sous-systéeme (4.12)-(4.13). On utilise les variables d’er-
reurs données par (3.5) et (3.8). Le systéme se met sous la forme

E1 =10 + (62 + ay) — o (4.18)
€2 = 30 + T3 — &1y (4.19)

On prend la fonction de Lyapunov donnée par I'équation (4.17). Sa dérivée le long de

la solution de (4.18)—(4.19) s’écrit, apres simplification,

V; = —klsf -+ 5{1“1 [1'1 - él] + Y6162

Avec le choix 8, = 7, la dérivée se réduit a
5 — 2
Vi = —kigf + ¥i&162

Le signe de V), étant indéterminé, afin d’en savoir plus sur la stabilité du systéme, on

construit la fcl

- - 1
V(€1,01,€2) = Vi(e1,601) + 553
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Sa dérivée s’écrit (toujours avec le choix 8, = 1)

vz = vl + £9€9
= —-k;Eg + Y1€162 + €262

= -—klef + £ [‘!/1161 + éz]

—klef + &2 [¢2$3 “+ 1/)151 -+ tp{ﬂ - dl]

ou le terme &, se calcule analytiquement

. Oa, . Jay -
ay = ———ll‘l + '—..-1-01

aIl 601

= —— 6 + + —T
[qpl Y Zq 26 1

31:;
g+ 22,1 (4:20)
1 aI[ ¢l -

ou £, est la partie connue de &;. Sa dérivée s’écrit, avec ces notations,
y T
Vo= -kl + e, [wz-’l?s + Y16, — & +w; 0]

ou
601
w; = @2 — -a;l—w

On choisit, a présent, la valeur désirée a, de z3, afin d’éliminer les termes connus dans
I'expression de la dérivée. Etant donné que @ n’est pas connu, on le remplace par son
estimé a 'étape 1, i.e. 6,

1
Y2

et la dérivée qui en résulte est donnée par

(z3)da £ az = [fl — Y& — kg2 — w{é,]
vz = —klé'% - kzsg + ezw{ [0 - él]

Avec ces choix, on ne dispose plus d’aucune liberté pour annuler le terme incertain.
Pour surmonter ce handicap, au lieu d’utiliser @; comme estimé de 8, on utilise un
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nouvel estimé @, (estimé a I’étape 2). Aprés quelques simplifications, I’expression de la
dérivée s’écrit

Vo = —ki€? — kpe? + e,wl [0 - éz]
Afin de se débarrasser du terme incertain, on utilise la fonction de Lyapunov suivante

Vi=V; + %é;r-‘éz (4.21)
oil @, représente I'erreur d’estimation a I'étape 2 (@ — ;). La dérivée est donnée par
Vi =V, + 67714,
= —kie? — kye? + 677! [62 + Fszwg]
= —kie? — kye2 + 67T} [1-2 - éz]

ou 7, = [eow,. Le choix de la dynamique de mise a jour de I’estimé @, permet de lever

I'indétermination du signe de la dérivée. Avec la loi

-~

02 =T
la dérivée se réduit a
V= —kye? — kpe?
<0
Etape 3 — On considére a présent tout le systeme (4.12)-(4.14). Avec les variables

d’erreurs définies précédemment, ce systéme s’écrit

€1 =10+ ti(e2 + a1) — do
b2 =930+ Un(es +az) — &y
€3 =30 +Y3u—a,
On commence par la fcl donnée par 'équation (4.21). Sa dérivée évaluée le long de la

trajectoire du systéme vaut®,

v2' = —k15¥ - kgsg + Y€2€;

6 Aprés simplification et avec le choix 6, = .
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Afin de venir a bout du terme de signe indéfini, on introduit la nouvelle fcl
t, 1o

dont la dérivée est donnée par

173 = V; + €3é3

—klsf - kgé'% + YnEgEz + €3€3

= —k;&'? - kgeg + €3 [1,0252 + é3]
= —k1€% — kye3 + €3 [¢§0 + Ysu + Y2e2 — dz]

On calcule &, analytiquement,

- 802 . 602 . 301 ~ o 2 A
Gy = —1I) + =—I+ —0; + —0
2T 0z, T oz 0 86, ' 86,
daz [ 1 das ] da, oy
= — e — T / —_— -+ —
B:cl [‘Pl + 1,/)11:2] + aI2 [Wzo ~+ ox3| + aol ™1 692 T2
=& + 61:1%0-*_5—::%0

ou £, est la partie calculable de a;. Ceci donne pour la dérivée
vs = —k1€'f - kg&% + &3 [l/);;u + Yqeq — &2 + w{@]

ou
- 602 _ 602
3= ¥3 9z, 1 _61:2 $2

Pour choisir la commande u, étant donné que @ n’est pas connu, on utilise son plus
récent estimé disponible, en 'occurrence ;. La loi de commande est choisie a fin

d’éliminer les termes certains dans |'expression de la dérivée
1 TA
u=—[€ — Yc2 — w36
Vs
On obtient alors comme dérivée

1.)3 = —kﬁ‘? - kzé'g - k35§ + Eswg [0 - éz]
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Pour pouvoir éliminer le terme résiduel, on définit, encore une fois, un nouvel estimé
6; (estimé a 1’étape 3 de 0), qui permet, aprés quelques simplifications, d’écrire I’ex-

pression de la dérivée sous la forme
Vs = —k1€2 — kpe? — kze? + 3wl [0 - 93]

On exploite le libre choix de la loi de mise & jour de @; pour éliminer le terme incertain.
Pour ce faire, on construit la nouvelle fcl

1
2

ol @; représente 'erreur d’estimation a I’étape 3 (0 — 6). La dérivée de la fonction

Vi=V;+26T"16, (4.22)
(4.22) s’écrit alors
Vi = ¥ + 67714,
= -klEf - kgE% -_ k3€§ + é{l"" [53 + I’e;wg]

= k€2 — koe? — kye2 + 01T} [1'3 - és]

ol 73 = Feaws. A présent le choix de la dynamique de mise a jour de 'estimé 8 est

simple. En effet, avec le choix

és =T3
I'indétermination du signe de la dérivée est levée. On obtient alors
y 2
v; = —klEf - k2€2 - k3€§

<0

d’ou la stabilité asymptotique globale. Le systeme compensé est donné, dans 'espace

des erreurs, par

£ -k 1 017 [a 7 0 0][6-6
ég =1 -1 —kz 1 E2t + 0 T 0 6 - 02
€3 0 -1 —ks] |es 0 0 73 |l@-6,

et les trois lois de mise a jour s’écrivent

éi=ril i=112)3'
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4.4 Limitations

Le backstepping adaptatif & permis de résoudre le probleme de la stabilisation
des systémes non linéaires, en présence d’incertitudes paramétriques. Bien que tres
intéressante sur le plan théorique, cette technique reste tres lourde d’usage dans le pra-
tique (Krsti¢ et al. 1995). Cette limitation vient essentiellement de la sur-paramétrisation,
nécessaire, sauf dans certains cas trés particuliers, pour venir a bout des incertitudes
qui ne vérifient pas ladite matching condition. Une amélioration majeure a été apportée
a cette méthode par Krsti¢ et al. (1992). Il s’agit de la technique des fonctions de réglage
(tuning functions design).

4.5 Méthode des fonctions de réglage

Cette méthode offre I’avantage de conduire a des controleurs dont I'ordre est réduit
& son minimum, i.e. le nombre des estimés a calculer est égal au nombre des parametres
inconnus. La loi de mise a jour des estimés est construite récursivement, comme pour la
fonction de Lyapunov. Mais contrairement aux méthodes qui viennent d’étre présentées.
les lois intermédiaires ne seront pas réalisées et serviront uniquement a la construction
de la derniere (et vraie) loi d’adaptation et des différentes commandes virtuelles «;.
Cette minimisation de I'ordre des controleurs n’est pas uniquement d’un intérét d’ordre
pratique (facilité de réalisation) ; elle garantit, également, de meilleures propriétés de
stabilité et de convergence que celles obtenues par le backstepping, tel qu’il a été présenté
jusqu’ici (Krsti¢ et al. 1995). Ces propriétés seront présentées a la fin du présent chapitre.

Avant de présenter la méthode des fonctions de réglage, une extension du cas de
la matching condition, servira d’exemple d’introduction. Il s’agit des systémes dans
lesquels, le terme incertain ne se trouve pas directement dans la méme équation que
la commande, mais séparé de celle-ci par un intégrateur. On parle, dans ce cas, de

I’extended matching condition.
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4.5.1 Extended matching condition

L’idée dans cette solution consiste a retarder, d’une étape, le choix de la loi de mise a
jour des estimés, afin de n’en avoir qu'une seule a la fin de la procédure. Cette idée sera

généralisée, mais avec une approche différente, par la méthode des fonctions de réglage.

Soit, encore une fois, le probleme de poursuite de y, par la sortie y = r; du systéme

i =@ 9+ Iy (4.23)
I3 = @10 + Y1, (4.24)
i3 = @19 + Ysu (4.25)

y=1 (4.26)

On remarque la présence du terme inconnu 8, que I'on suppose constant, dans I’équation

(4.24). On reprend les mémes étapes de design que précédemment.

Etape 1 — Cette étape est identique au cas non adaptatif (section 3.1). Elle ne sera
pas développée.
Etape 2 — On considére le sous-systéme (4.23)—(4.24). Toujours avec les mémes
variables d’erreurs (g, £2), ce systéme se met sous la forme

Er=pl 9+ Yi(e2+ay) — &g (4.27)

€2 =3 0 + T3 — & (4.28)
On consideére a nouveau une fonction de Lyapunov de la forme

1 1
Va(e1,€2) = €1 + ;€3

2 2
Avec les résultats de I’étape 1 de la section 3.1, sa dérivée s’écrit

V, = —klef + €2 [(P;o + Y2z3 + Y16, — 61]
ou, pour conserver la méme notation,
Ei=q

_ o

3:1:1

30:1

da
Tﬂ + + _l 'r _“r
Pi Y112) o, Yr + . i
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Afin d’éliminer les termes de signe incertain, on choisit, a présent, la valeur désirée a,

de 3. Le vecteur inconnu @ est remplacé par son estimé 6.

Remarque 4.2 (Un seul estimé) — On remarque que, contrairement a ce qui a été
fait dans la section 4.3, on utilise comme estimé @ et non pas @,. La raison est qu’un

seul estimé sera utilisé tout au long de la procédure de design.
O

L’équation (3.7) devient avec ce choix
1 n
az = — |& = Y161 — kaga — ‘Pgo]
%)
Ceci donne pour la dérivée
Vo = —kie? — koe2 + €201 (0 — )

Afin de se débarrasser du terme incertain, on augmente la fcl d’'un terme quadratique

en l'erreur d’estimation
1- -

Vi=v,+ §aTr-la

Apreés quelques simplifications, ’expression de la dérivée s’écrit
Vi=—kie? — k2 + 67T (1, - 0)

ou 7, = leqp,. La différence, par rapport a la section 4.3, réside dans le fait que le
choix de la dynamique de mise a jour de l'estimé 8 est différé a I'étape suivante.
Etape 3 — On considére 4 présent tout le systéme (4.12)-(4.14) qui s'écrit, dans
I'espace des erreurs (g1, €3, £3), sous la forme

€1 =@l 0+ Yi(e2 + ) — o
€2 = @30+ Yo(es+az) —in
€3 =39 +Y3u — g

La fc!

1
V3=v2t+§E§



a pour dérivée, le long de la solution des ces équations,

V, = -klef - kgs§ + Yoees + 6TF'1(72 - é) + €363

= -—klsf - kgE% “+ €3 [cpgﬂ + Y3u + Yeq — dz] + éTF-l(‘l’g - é)

ou &, est donnée par

. 602 . Bag . 8a2 -
a2—31x1+62x2+669
a o
o (P10 +vim) + —(<p 0 +%yz3) + 10
60!2 a T a
(tplt9+1,/)1:1:2)+a 2[ (0+0)+‘([121’3] +'-a'§*0
_ day day T
= 52 -+ —0 + '55*2* 28
avec
0
£ = ag (‘P1 9 + ¢1z2) + Q—((PzTa'*' Yaz3) + Oy, + o, + 90 @)

yf' . Yr vy r
9y, 35, " T By,

représentant la partie connue de a,. Ceci permet d’écrire la dérivée sous la forme

Vs = —kiel — kel + &3 [‘Pg‘ﬂ + Yau + Ynes — €2 — %%9] 6T (13 - 9)

ol

Jda
=T - FEaa—Iz‘m
2

a
= F[Ez - 63602] 2
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A présent, le choix d’une seule et unique dynamique d’adaptation permet d’annuler le

terme incertain. En effet, il suffit de prendre

021’3

our ne conserver que les termes connus dans |'expression de la dérivée. Le choix de
p q

la loi de commande u rend possible I'élimination des termes résiduels, assurant ainsi la
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négativité de la dérivée. Un bon choix de u est donné par

1 Oay -
u 7 [52 Y22 3€3 — @3 EY;

1 Jday ]
= — |&€; — Yney — kaez — P39 + —= T
7 [52 Yoeq — k3ez — @3 3%
Ce qui permet d’écrire la dérivée de la fcl

V3 = —klg"; - kgsg - k3€§

<0
d’ou la stabilité du systéme.

Remarque 4.3 (Différence) — La différence par rapport a 'algorithme originel réside
dans le fait que seule la fonction de Lyapunov finale (et globale) V; est assurée d’étre
négative. Le signe de la fonction intermédiaire Vg est sacrifié afin d’éviter une sur-
paramétrisation. Ceci ne constitue nullement un handicap, étant donné que V; assure
la stabilité du systeme global.

.

Retarder le choix de la dynamique d’adaptation d'une étape a permis d’obtenir un
controleur d’ordre minimal. Une seule loi de mise a jour est a réaliser. Malheureusement.
cette méthode ne peut étre étendue aux cas ou le terme inconnu est séparé de la
commande par plus d’un intégrateur. Le fait de différer le choix de plus d'une étape fait
apparaitre des dérivées de 8 d’ordre supérieur a 1, dont les expressions analytiques ne
sont pas disponibles (Krsti¢ et al. 1995). La méthode des fonctions de réglage contourne
ce probléeme des dérivées d’ordre supérieur, tout en conservant 'idée de différer le choix

de I'adaptation.

4.5.2 Cas général (Fonctions de réglage)

L’idée consiste a construire autant de lois de mise a jour qu’il y a d’étapes. La
construction se fait récursivement. A chaque étape i, une nouvelle (éventuelle) loi de
mise a jour 7;, appelée fonction de réglage, est construite a partir de la loi 7, et des
nouvelles données disponibles a cette étape. Contrairement aux méthodes directes, il
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n'y aura pas de probleme de sur-paramétrisation, étant donné que seule la derniére de
ces fonctions sera réellement utilisée pour ’estimation. Les fonctions intermédiaires ser-
viront, uniquement, a éviter les termes de dérivées d’ordre supérieur dans les différentes

expressions.

Principe

Soit a nouveau le systéeme (3.1), avec n = 3

I1 = 10 + Y11, (4.29)
2 = 30 + Yox3 (4.30)
I3 = 3 0 + Yau (4.31)

y=I (4.32)

On se propose de faire suivre a la trajectoire de référence a¢ = y, la sortie y = z; .
Comme précédemment, a chaque étape i une nouvelle variable d’erreur ¢; est introduite.
Elle définit 1’écart entre la variable d’état z; et sa valeur désirée a;_,, déterminée a
I'étape ¢ — 1. Ces variables d’erreur sont données par

€1 =T —~ Qg

€2 =TI2 —

€3 =T3 — Q2

Avec ces variables, le systéme s’écrit

€1 =] 0+ P1(e2+ a1) — do (4.33)

€2 =30 +2(e3 + a2) — & (4.34)

€3 = @10 + Y3u — Gz (4.35)
Etape 1 — On considére I'équation (4.33) et la fonction de Lyapunov

Vi, 0) = %e'f + %éTr-*é

dont la dérivée est donnée par

v;‘ =& [1/)152 + Y1y + w{é - 60] -+ éTI“‘l(rl - é)
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ou
& = ao
T = I‘wlsl
=@

Afin de rendre cette dérivée négative, on considere la partie connue, en éliminant tout ce
qui peut I’étre. On ne se préoccupe pas, du moins pour l'instant, de la partie incertaine.
Le choix
a 1 TA
(T2)a =y = — € — kieg —w; @ (4.36)
(21
permet d’écrire la dérivée sous la forme

VI = —kie? + 6160 + 7T [ - ]

Si , était la vraie commande, £, pourrait étre forcé a 0, en prenant z; = a;. Dans ce

cas, avec les choix (4.36) comme commande et

é =T
comme loi d’adaptation, la stabilité asymptotique globale serait garantie. Etant donné
que I, n'est pas la commande, €; ne peut étre parfaitement annulé et le signe de la
dérivée reste indéterminé. La loi 7 ne sera pas utilisée pour |'estimation des parametres,
et constituera la premiere fonction de réglage. Le choix de la vraie loi d’adaptation est

différé a4 une étape ultérieure (la derniere).
Etape 2 — Avec le choix (4.36), 'équation (4.34) s’écrit
éz = ig - dl
= @30 + Y73 — &y

da, :
=YT3+wi0 — & — —

o da; da ..
€x——a—1w1 2+6 Sy, + %yr



88

est la partie déterministe de &; et

6a1
w; = @2 — £¢l

est le nouveau régresseur. Le sous-systéme (4.33)-(4.34) se met, avec ces notations,

sous la forme

& = —k;el + Y162 + w'lro-

. 601 -

E2=tz3+wy0 — & — 36
Si I'on prend comme fcl

v;.—.v{+%e§

sa dérivée est donnée par
't 2 g _ 9o AT -1 3
V2=—k151+52 w1€1+'¢'21'3—€1+w29—50.—0 +6'T 1'2—'0
ou
=1 + [wee,
=T [w1£1 + w252]

De la méme fagon que dans le cas précédent, on considére uniquement la partie certaine.

On élimine les termes connus par un choix judicieux de a; (valeur désirée de z3)
1 ra . Oay
(.‘L‘3)d é Qp = — [fl - ‘l[)161 - k2€2 - w2 0 + —=T2 (437)
2 06
Avec ce choix, la dérivée se réduit a

Vo = —ki€d — koe? + ae0e; + -66%1(1'2 - é) + 0T (r, - é)

Le terme incertain pourrait étre éliminé par le choix de la loi d’adaptation

-~

0=1’2

Cependant, pour les mémes raisons que dans l’étape 1, i.e. z3 n’est pas la vraie com-
mande, 7, ne sera pas prise comme loi de mise a jour et sera considérée comme la

deuxieme fonction de réglage.
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Etape 3 — A présent, la commande (4.37) permet d’'écrire I’équation (4.35) sous la

forme

€3 =13u+ @30 — dy

das »
Yau - §2 + w3 56

ou

O, day day O0a, da, (3
= Y Ty + —— YTz + iy + —— Uy + — )
£2 3$1 wl 2 ax2 ¢2 3 ayr yf‘ ay y?‘ ayr yf

r

est la partie calculable de &, et

w 602 w 602 w
3= P3 — 2 — 1
g 0z, 0z,

le nouveau régresseur. Le systeme (4.33)-(4.35) s’écrit

€1 = —kig1 + Y162 + wlré
. = O« %
Eq = —1,")151 - k252 + 1,")253 + w,TG + a—él(fz - 0)
602 -
€3 =1Y3u—§ +wl0 - —=86
3 2 3 90
La nouvelle fcl est donnée par
t_yt 12
2
et a, comme dérivée le long des trajectoires possibles du systéme,
. o *
V; = —kLE% — kgEg + E‘zi}(fg - 8)
a0
TA daz ;5 AT -1 3
+ &3 1/)262+1/)3U+w39-£2—?a?0 +6'Tr n-0
ou
T3 =T + [wie;

=T [unel + waes + wass]
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A présent, on est en présence de la vraie commande u. Son choix, combiné a celui de
la loi d’adaptation, va permettre de rendre la dérivée négative. Un bon choix de la

commande est donné par
1 -~ Oa
u= -w-[ 2 = Yy — k3es — w3 6 + "a?z"'s + U] (4.38)

Le terme v, qui sera fixé par la suite, servira a éliminer des éventuels termes résiduels

indésirables. Avec cette commande, la dérivée s’écrit

V;‘ = —klE"l’ - kgs§ - k3€§ + E3V +

o A a '. ~ %
e;;%(rg —6)+ 52%(72 —6) +67C (1 - 0)

Afin d’étre en mesure d’éliminer les termes génants, cette expression est réarrangée,
pour s’écrire
Vi = —k1€? — kye? — kae?
da * Ja P =T %
+ 3V + E3——(T3 — 0) + e2—=(73 — Pesws — ) + 67T (15 — 9)
06 00
2 2
= —klé‘% - k2€2 - k3€3
da; 602

o
+ €3 [’U - £FW362] -+ [625 + £ 60 ] (73 - 0) + 8TF_1(’3 - 9)

Avec le choix
Qay
v=——lw3e
a6
la commande donnée par (4.38) devient

Jdag da
u= 1,/13 [62 — Yoeq — kzez — w3 0 + -50— ™ + Efwssg]

La dérivée s’écrit alors

aaz
o6

En plus des trois premiers termes négatifs, seuls restent les termes qui peuvent étre

VI = —k1€? — koel — k3el + [ ?‘3@ +e3— ](‘rs—a) +0TT (13— 6 ')

annulés. Le choix adéquat d’une seule loi d’adaptation permet de s’en débarrasser et
q P
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de stabiliser le systeme dans son ensemble. Un tel choix est donné par

é = T3
_ day Oa; da,
= F[El‘pl +e2(2 — 1) + 65 ('Ps = 35, (P2 55, ) 55 P
Cela permet de mettre la dérivée sous la forme
]'/3 = —klef - kgé'% - ksEg

<0

d’ou la stabilité.

4.5.3 Systéme d'ordre n

Les résultats obtenus pour le systéme d’ordre trois peuvent facilement s’étendre
aux systemes d’ordre arbitraire. Etant donné que la procédure de design est identique,

seuls les résultats finals seront donnés. Ces résultats peuvent étre résumés comme suit

Qo = Yr

1 ~ 601'_1 — Bak_l ]
i = —|&ic1 — Yi—1€im1 — kigi — ;-1-9+ —T; + —lw;e
a [f 1 — Yic1€im1 w 56 E 56 k

i k=2
i
T, = r _;_ Wik
k=1
6=r1,
ou
t=1,...,n

Ei = Iy — Qi

i-1
0ci-, Oci-1 @)\ 4 0
6= 3 (Fttumen + ) +

k=1
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4.5.4 Robustification

Certaines modifications peuvent étre apportées a la méthode des fonctions de réglages,
afin d’améliorer la qualité du régime transitoire et éviter que le vecteur d’état ne prenne
des valeurs excessives, pouvant nuire a la stabilité du systeme. Deux solutions sont

présentées.

Amortissement non linéaire

Cette technique (Krsti¢ et al. 1995, Khalil 1996, Benaskeur 1998) permet d’obtenir
des controleurs adaptatifs d'une grande robustesse. Ces controleurs garantissent la
bornétude du vecteur d’erreur, méme en |’absence de I'adaptation (I' = 0). L'utilisation
de la technique de ’amortissement non linéaire dans le backstepping non adaptatif a été
présentée dans la section 3.3. Son extension au cas adaptatif est directe, c’est pourquoi
seuls les résultats finals sont donnés. Il faut noter que seuls les o; sont affectés par cette

modification. Leur expression est donnée par

1 TA 60--1 — aak_1
= §io1 — Yim1€i1 — kigi — w] @ — mief|wi]® + *"é‘lo-—"ri + ?;; —Twiee
Avec ce choix la dérivée de la fonction de Lyapunov

Vi= 23 e+
1

=

vérifie, en I'absence de I'adaptation (I' = 0),

. 02
vlt S —k0|€|2 + L
4m0
ou
1 1
E = [51,52,...,55]T, ko=min(k1,k2,---,k‘-) et _— -_—
my i=1 m;

Ceci garantit que Vf est négative pour

[e] >

2\/ komo



93

ce qui se traduit par

10|
2\/ koﬂlo
Le module |e| du vecteur d’erreur est donc borné, ce qui implique que I'état du systéme

I'est également’. Cette propriété est valable pour toutes les valeurs positives de kg et mq.

lel < (4-39)

On peut penser, a partir de (4.39), qu’augmenter ko (ou mg) permettrait de réduire
la borne. Ceci est loin d’'étre évident. Le fait d’augmenter ces parametres pourrait
accroitre rapidement la valeur initiale £(0) de I’erreur, ce qui réduit la qualité du régime
transitoire. Ce probléme peut étre contourné par |’utilisation d’une initialisation de la

trajectoire.

Initialisation de la trajectoire

Cette méthode permet de réduire la norme £, du vecteur d’erreur, en effectuant un
bon choix des valeurs initiales de la trajectoire de référence. Cela permet d’augmenter la
qualité du régime transitoire, en réduisant la borne des erreurs. Afin de montrer |’effet

de kg et g sur la borne du vecteur d’erreur, on considere la fonction de Lyapunov

Vi=33 2 +67T6

i
7=l

que |'on peut écrire, en introduisant le facteur temps et les normes (pour simplifier. on

prend I' = v7)
1 1 -
1 2 2
(t) = = t —|@(t
Vi) = le( + 5-10(1)]
)
> —|6(8)?
> 3-16(0)
Etant donné que V! est non croissante, on en déduit
1 -
—|0(t)]? < Vit
210007 < V(@)
< Vo)
= ZIe(O)? + 5-16(0)
2 2y

TPuisque le signal de référence y,, et ses dérivées, sont supposés bornés.
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On remarque que, en plus du gain v, la borne dépend des valeurs initiales 8(0) et (0).
Etant donné que I'on ne dispose d’aucun contréle sur 6(0), une solution, pour réduire
cette borne, consiste a choisir €(0) = 0. Les variables d’erreurs étant données par

€ =Ii — i

On peut démontrer (Krsti¢ et al. 1995) que forcer les £;(0) a 0, est équivalant a placer
les différents ¥ (0) aux valeurs estimées de la sortie et ses dérivées a t = 0, i.e. y(0).
Il faut noter que cette initialisation est indépendante des parametres k;, m; et . La

sortie du procédé® étant donnée par
y=1
le signal de référence y, doit dont satisfaire
d'yr
dtt
Or, les valeurs initiales y.(0), %.-(0),-- -, yﬁ")(O) sont dictées par le signal de référence
Y- et n’ont pas a étre fixées. Toutefois, étant donné que 'objectif de poursuite ne peut

(0) = zi1(0), i=0,---,n—1

jamais étre atteint instantanément, mais asymptotiquement, on peut se permettre de

superposer a la consigne initiale y,,(t), un signal z(t) qui tend vers zéro asymptotique-

ment et dont les valeurs initiales viendront modifier celles de la consigne et ses dérivées,

afin d’obtenir les y,(0), %-(0),--- ,y&")(O) désirés. Cette modification (forcer les £;(0) a

zéro) permet d’obtenir, en utilisant le fait que la fonction V! est non croissante,
FE@F <VIO) = 2160

Ce qui donne,

e(t)] < %léwn

L’équation (4.39) donne une deuxiéme borne pour le vecteur €. En combinant ces deux
bornes, dans la méme équation, on obtient
1 1
le(t)] < min (—-—- —
2\/ kgmo \f)’-

Ce qui montre que la borne £, peut étre, systématiquement, réduite par I’augmenta-

) 16(0)| (4.40)

tion de 'un des trois parametres ko, mgo et .

80n considére le cas dans un procédé a forme paramétrique stricte, i.e. chaine d’intégrateurs.
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4.6 Vitesse d’adaptation

La nature explosive des phénomenes instables, présents dans les systéemes non
linéaires (finite escape time), exige beaucoup de rigueur dans leur analyse et/ou com-
mande, en particulier dans un environnement adaptatif. La raison est, qu’'en plus des
non-linéarités propres au procédé, le module d’identification étant intrinséquement non

linéaire, rend 'ensemble trés vulnérable.

A cause de la faiblesse de 'équivalence certaine, ce probleme a été, jusqu’ici, abordé
dans le cadre de la commande adaptative par Lyapunov. L’idée consiste a choisir, si-
multanément, une commande et une loi d’'adaptation, afin de rendre non positive la
dérivée d’une fonction de Lyapunov. Le secret de la réussite de cette approche réside
dans la combinaison contrdleur stabilisateur/loi d’adaptation rapide. En effet, la vitesse
de I'adaptation est dictée par celle du phénomeéne non linéaire le plus rapide, présent
dans le procédé (Krsti¢ et al. 1995). Cette propriété est a double tranchant. D’une part,
elle permet d’éviter toute instabilité irréversible de la boucle ; de I’autre, elle réduit les
possibilités pour le choix des lois d’identification utilisées et utilisables. Celles-ci sont
imposées par la méthode de conception et ne peuvent étre modifiées sans affecter la

stabilité.

Afin pallier cette limitation, des variantes modulaires du backstepping, basées sur
le concept de la stabilité entrée/état (Input to State Stability — ISS), ont été pro-
posées (Krsti¢ et al. 1995, Krsti¢ & Kokotovi¢ 1995, 1996). Ces méthodes assurent une
séparation entre la conception du contréleur et celle du module d’identification et

élargissent, par conséquent, le choix de ce dernier.

4.7 Backstepping modulaire

Afin de prévenir 'instabilité des boucles adaptatives, construites autour de procédés
non linéaires, deux approches sont disponibles. Les fonctions de réglage, qui est I'ap-
proche utilisée jusqu’ici, consiste a choisir des lois d’adaptation suffisamment rapides,
afin d’aider le contréleur a préserver I'intégrité de la boucle. Toutefois, toute la tache
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de stabilisation est assurée par ce dernier, d’ou la complexité des expressions obte-
nues (section 4.5.3). Contrairement a celle-ci, I’approche par design modulaire aborde
le probleme d'un point de vue stabilité entrée/état. Cette notion, qui peut facilement
s’exprimer en termes de fonctions de Lyapunov®, consiste & concevoir des contréleurs
robustes, qui préservent la bornétude du vecteur d’état, pour des entrées bornées, i.e.
entrées bornées/état borné. Un cas particulier de cette approche concerne les entrées

se présentant sous forme d'incertitudes paramétriques.

Le design modulaire mise plus sur la robustesse du couple controleur/identificateur
que sur leurs performances. L’erreur d’identification 8, ainsi que la dérivée é, sont
traitées comme des perturbations externes par -le controleur. Bien qu’elle n’apparaisse
pas directement dans les équations, la dérivée @ est considérée dans le design, a cause

-

de I'aspect dynamique de 6.

L’idée consiste, sous I’hypothése de la bornétude de ces deux pseudo- perturbations,
a concevoir un contréleur robuste (u = a(z, )) qui conserve un vecteur d’état borné.
En absence des incertitudes, i.e. & = 0, ce contréleur doit garantir le bon fonctionne-
ment de la boucle (commande non adaptative). Un tel controleur peut étre réalisé par
la méthode du backstepping robuste, en utilisant des amortissements non linéaires (sec-
tion 3.3).

Dans le cadre de la stabilité entrée/état (Sontag & Sussmann 1990, Krsti¢ et al. 1995,
Khalil 1996), cette approche s’écrit
6(r) )
o(r)

ou k; est fonction de classe KL et x, est fonction de classe K. Le design consiste,
utilisant la notion de I'ISS-Lyapunov function, a trouver une commande u = a(z,8),

2(t)] < k1 (12 (0], ) + Ko ( sup

0<r<t

90n parle alors de fonction de Lyapunov pour la stabilité entrée/état (ISS—-Lyapunov function).
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une fonction de Lyapunov V(z, 8) et deux fonctions de classe K, x; et k., telles que

w5

Y

V| r- oV rz OV:
_— /; —_— —0 < -
3= [(p 0+va] +ach e+ 690— ki1{|x})

Ceci revient a dire, qu’a I’extérieur de I’hypersurface définie par x,, la fonction de Lya-

punov est négative, ce qui implique la bornétude de |x| (étant donnée celle de @ et 8).

Cette méthode se préte bien a un design récursif, pour la construction systématique
du triplet recherché, pour des systéemes d’ordres élevés. Toutefois, a cause de sa grande
similitude avec la méthode du backstepping robuste, présentée dans la section 3.3, cette
méthode ne sera pas détaillée. Le lecteur intéressé est référé a (Krsti¢ et al. 1995).

Adaptation

La partie adaptation, consiste & choisir un module d’identification, dont le design
est .indépendant du contréleur, qui garantit la bornétude des deux "perturbations” o
et @ et leur convergence vers zéro. Le libre choix de 1a loi de mise a jour, qui peut étre
sélectionnée parmi la panoplie des méthodes disponibles (moindres carrés, gradient.

Lyapunov, ... ), constitue le point fort de cette approche.

4.8 Backstepping avec observateur adaptatif

Comme pour sa version non adaptative, le backstepping adaptatif posséde une va-
riante a retour de sortie. L’idée consiste a remplacer 'observateur statique, utilisé dans
le cas non adaptatif (section 3.4), par un observateur adaptatif. Ce dernier permet d’es-
timer les états du procédé, en utilisant des estimés des parameétres inconnus, fournis
par le module d’adaptation. Le principe du design récursif, basé sur I'utilisation des
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amortissements non linéaires, reste le méme, avec comme seule différence, le choix de
I'observateur adaptatif et des commandes virtuelles. Ces derniéres ne doivent direc-
tement dépendre d’aucune grandeur inconnue, i.e. ni de I’état du procédé ni des ses

parametres.

Principe

Pour simplifier les différentes expressions, le principe de la méthode sera illustré sur

le procédé de deuxieéme ordre donné par
I = 0p1(y) + 2
T = Opa(y) +u
y=1z
Sous forme matricielle, ces équations s’écrivent

&= Ax + ¢(y) + Bu
y=C'z

By Bl ol

z=[z; ) et @=[o @)

ou

On suppose que seule la sortie y = , est mesurée. La variable d’état z, n’est donc pas
disponible pour la réalisation d’une loi de commande par retour d’état. On se propose
de construire un observateur adaptatif, afin de rendre disponible un estimé £, de la

variable xz,. Le vecteur d’état estimé s’écrit
z=z+6(

ou z est la partie de I'estimé indépendante du parametre inconnu 6 et ¢ est la partie
qui en dépend. Ces deux parties constituent les sorties de deux bancs de filtres, dont
la combinaison donne ’observateur adaptatif recherché. Ces filtres sont donnés par

z'=Aoz+Hy+Bu
¢ = Al + oY)
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ou le vecteur des gains
H=[h h)"
est choisi afin de rendre hurwitzienne la matrice
Aj=A-HCT
L’équation de l'erreur d’estimation résultante s’écrit alors

T=2z-(z+6C)
= Az + Bu+0p(y) — Aoz — Hy — Bu — 0A:¢ — 6p(y)
= Az — Hy - A¢(z +6¢)
= Ao(z — z - 6¢)
= Ao (4.41)

Ainsi, par le choix adéquat de H, £ = & — & est assuré de converger vers zéro. Le

design récursif peut, a présent, étre appliqué.

Etape 1 — On définit la premiére variable d’erreur
E1L=I1 —Yr
sa dérivée est donnée par
€1 =21 — Yr
=3 +0p1(y) — o

= (22 + 9(2) + Z2 + 0cp1(y) - g
= 2, + 0w, + I, -fo

ou

& =ao

G2+ o1(y)

g
[
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Si 'on consideére la fonction de Lyapunov

iéz + —l—-i:"Pa‘:

1
V=224
! 1 2’)’ 47711

2
ou v > 0 et m; > 0, sa dérivée est donnée par
. 1-= 1
V=g, +-60 - —3T&
1 1= Y 4m1

1. 1 _r.
=g [zz+0w1 —€o+i'2] +-’;99-— 4—m—l-:cTz

On choisit, & présent, parmi les variables disponibles, celle qui sera prise comme com-
mande virtuelle. Or, la seule variable connue et ne dépendant pas du parametre inconnu

# est z,. Sa valeur désirée est donnée par

(22)a =a1 +

= —kig1 + & ~ 0w, + ¢

ou k; > 0. Avec ce choix, la dérivée se réduit a
1

#T&
4m1

. ~ _ 1-=
V! = —kie? +ew, + (T2 +<1) + =06 —
Y
1-,= 1
=—kie2+ =00+ 1) +e1(F2+6) - —I3
11+7(+1) 1(2 <1) dm, 2
ou 7, = ve,w;. En utilisant 'amortissement non linéaire (section 3.3)
1= —1h&y
la dérivée vérifie
St 2 155
V, < _k151 + '—0(0 + 7'1)
Y
1- 2
= —klEf + :}:0(7’1 - 0)

Afin d’éviter une sur-paramétrisation, la loi de mise a jour 8 ne sera pas choisie a cette

étape. Son choix est reporté a I’étape suivante.
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Etape 2 — On définit la variable d’erreur
£2 = 23 — (a1 + 1)
dont dérivée est donnée par
€2 = 23 — (Gu + 1)
=hy(y—21)+u— (61 +41)

La dérivée de a; + ¢; est calculée analytiquement

Oay+6). OBlar+¢6). Olay+4):
= r+ . 1'+ —__“—o
3y, U o ° a6

+ —a(—al—i—'i)(ZQ + 6w, +£2] +
61:1
O +a)j . d(ay + 1)

3:7:1

2or 5, 1)

I

=& —fwy +

ou £; est sa partie connue et

_a(ax + 1)
31:1

w2 = wh

On considére la fonction de Lyapunov

1 1 -
V; = VI +§E§+ EzTPa:

Sa dérivée vérifie
. 1- A 1
} < — 2 = _ - = ~T ~
6(01 -+ Cl)é _ 3(01 <+ C;)
a0 oz,

I

+62[El+h2(y—zl)+u—£1+5w2—

La présence de Z, peut étre compensée par |'utilisation d’un deuxiéme amortissement
non linéaire, alors que celle de @ nécessite le choix de la dynamique d’adaptation. Pour

ce faire, on prend comme commande
U=a+ ¢

ou le terme d’amortissement non linéaire ¢, est choisi tel que

2
< = —my [M] .

621:1
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La dérivée vérifie, avec ce choix,

Vi s —hiel + :1'-0.(72 - é) +é&2 [51 +h(y—z1)+az — & — ——_a(a;;' $1) "]

ou la deuxiéme fonction de réglage 7, est donnée par
T2 = T + Ywz2eE?

Celle-ci peut, étant donné que !’'on est i derniere étape, étre choisie comme loi de mise

a jour. En effet, avec le choix

é =Ty
la dérivée de la fonction de Lyapunov se réduit a

d(a; + C[)TZ]

vz’S-k15f+€2[€1+’12(y—21)+a2"€1— pY:
Il suffit a présent de prendre

d(a; + 1)
a0

our assurer la stabilité de la boucle et la convergence vers zéro des erreurs d’identifi-
p g

ay = —kyea — €1 —hao(y —21) + & + T2

cation, d’observation et de commande (poursuite et/ou régulation).

4.9 Conclusion

La version adaptative du backstepping permet, en plus de la commande et de la
fonction de Lyapunov, de choisir une loi de mise a jour des parameétres inconnus du
procédé. Toutefois, 'application directe la procédure récursive présente certains in-
convénients. En effet, 'usage prématuré du seul degré de liberté dont nous disposons.
en 'occurrence le choix de la loi de mise a jour, nous pousse a en créer d’autres, virtuel-
lement. Cet artifice permet d’assurer la stabilité des sous-systémes analysés a chaque
étape, y compris la derniére, ou le systéme global est considéré. La sur-paramétrisation
est le prix & payer pour garantir cette stabilité a chaque étape. Afin de l'éviter, la
méthode des fonctions de réglages differe le choix de loi d’adaptation jusqu’a la derniere
étape. Etant donné que 'objectif est de stabiliser le systeme dans son ensemble, cette
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méthode ne consideére pas la stabilité des sous-systemes comme une finalité, mais plutot
comme qu'un subterfuge permettant d’atteindre 1’objectif principal du design. Ainsi,
a chaque étape, on élimine tous les termes instabilisants qui peuvent I'étre, sans pour
autant fixer la loi d’adaptation. A la derniére étape, le choix de cette loi, combiné avec
celui de la commande, permet d’éliminer les éventuels termes résiduels certains a effet
néfaste, ainsi que les termes inconnus. La méthode des fonctions de réglages possede,
comme le backstepping non adaptatif, des variantes robustes et a retour de sortie. Elles
se basent sur l'introduction, d’'un amortissement non linéaire pour la version robuste,

et d’'un observateur plus un amortissement non lin€aire pour celle a retour de sortie.



Conclusion

Dans la commande des systémes non linéaires, la stabilité est un élément trés impor-
tant, auquel la théorie de Lyapunov apporte une solution a la fois sure et efficace. Dans
un contexte adaptatif, cette stabilité passe au premier plan, pour devenir 1’élément
clé. La dynamique de mise a jour utilisée est beaucoup plus rapide que celle obtenue
par I’'approche de l'identification. Cette dynamique est prise en compte dans la loi
de commande, ce qui permet d’éviter tout effet instabilisant. Les deux lois (adapta-
tion et commande), ainsi que la fonction de Lyapunov qui garantit la stabilité et les
performances du systeme global, sont congues simultanément. Cette tache est rendue
possible, grace a I’algorithme du backstepping. A cause de sa supériorité, notamment
en présence de non-linéarités, le backstepping a été adopté comme outil de design. De
par sa robustesse inhérente, cette méthode apporte une amélioration substantielle aux

performances des contrbleurs proposés.

L’étape suivante dans le développement du backstepping concerne la robustification
des lois d’adaptation (lkhouane & Krstic 1998a,b) et I’'application du backstepping a la
commande décentralisée (Wen 1994, Jain & Khorrami 1995, Wen & Soh 1997, Benaskeur
& Desbiens 1999a,b,c,d,e). Ces aspects seront abordés en détail dans la quatriéme partie
de cette these (chapitres 8 a 11). La troisieme partie (chapitres 5 a 7), quant a elle, traite
des aspects pratiques de I'application du backstepping aux procédés réels. Certaines

modifications y sont apportées a la procédure du backstepping.



Troisieme partie

Aspects pratiques du backstepping



Introduction

Dans cette partie, différents aspects pratiques du backstepping sont considérés et des
modifications y sont apportées, afin de le rendre utilisable sur des procédés réels. En
présence de bruit de mesure, le contréleur par retour d’état, généré par le backstepping,
provoque un comportement peu désirable de la variable manipulée. Cet inconvénient
s’explique par 1’absence de filtrage dans la branche de retour. Une solution, qui consiste
a introduire un nouveau type de filtre dans la branche dérivée du contréleur, est alors
proposée. Toutefois, la nature avance de phase de ce type de contréleurs pose certains
problémes en présence de perturbations externes a moyenne non nulle, appliquées a la
sortie et/ou I'entrée du procédé. En régime permanent, des erreurs statiques persistent.
Pour une utilisation pratique, une action intégrale est introduite dans le backstepping.
Cette introduction nécessite une modification de la procédure de design et donne lieu,

pour les systémes linéaires, a des contrdleurs de type PID.

Le dernier probléme adressé dans cette partie concerne les systémes avec retards
et/ou déphasages non minimaux. Le backstepping étant une méthode de commande par
retour d’état continu, les retards ne peuvent étre représentés. En plus, cette méthode
est une variante de la commande par modele de référence, les systémes commandés
doivent étre a phase minimale. Afin de surmonter, simultanément, ces deux limita-

tions, une structure de Smith est utilisée.

Le chapitre 5 est consacré au probleme du bruit de mesure et son incidence sur le
comportement de la variable manipulée. La question des perturbations & moyenne non
nulle est soulevée et résolue dans le chapitre 6, ou sont également discutés les problemes
du filtrage et de ’adaptation. Le chapitre 7 traite de I'utilisation du backstepping dans le
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prédicteur de Smith, pour répondre aux difficultés que pose la commande des systemes

avec retards et/ou déphasages non minimaux.



Chapitre 5

Bruit de mesure

La présence du bruit de mesure constitue I’un des éléments inévitables avec lesquels
doivent composer toutes les boucles de contréle (ou presque). Méme si 'amplitude d’un
tel bruit est faible, ’utilisation d’action dérivée dans les contréleurs peut se traduire par
un comportement fort indésirable de la variable manipulée’, si un filtrage adéquat n’est
pas appliqué. Pour les méthodes classiques, I’application d’un tel filtrage ne change pas
la procédure de design. La dynamique du filtre, si elle n’est pas directement incluse
dans la fonction de transfert du procédé, est quantifiée en terme de perte de phase.
Il en va tout autrement pour le backstepping. Etant donné que cette méthode découle
de la théorie de Lyapunov, toute modification, i.e. ajout et/ou suppression d’éléments,
doit étre justifiée en termes de fonctions de Lyapunov. Comme il est montré en détail

dans la section 5.3, cette justification est loin d’étre directe.

Pour réduire la variance de la commande, en présence de bruit, le backstepping avec
observateur reste, grace a l'effet filtre de ce dernier, la seule solution disponible dans le
cadre de la théorie de Lyapunov. Dans ce chapitre, une alternative a cette méthode est
proposée. Il s’agit d’une version du backstepping qui, au lieu d’un observateur, utilise
un nouveau type de filtre dont le design est basé sur les fonctions de Lyapunov. Les
détails du design de ce filtre sont donnés dans la section 5.3. Mais avant, 'algorithme

de base du backstepping est d’abord brievement rappelé dans la section 5.1. A titre

1Forte variance.
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de comparaison, la technique du backstepping avec observateur est également présentée
(section 5.2). Par soucis de simplicité de la présentation, les développements s’effectuent
sur un procédé linéaire de deuxiéme ordre. L’extension aux systémes non linéaires est

directe et sera donnée plus loin dans le chapitre.

5.1 Design récursif

La fonction de transfert du procédé linéaire a commander est donnée par
1

Cals) = c(s?2 + bs +a) (5.1)
qui correspond, dans le domaine temporel, a I’équation différentielle
. . u(t _
(8) + by (0) + ay(t) = 22 (52)
Le choix
T = y(t)
z2 = y(t)

donne comme représentation d’état du systeme
P Y

i’l =T,
. u
F9 = —aT; — bxy + —
C
Etape 1 — La premiére variable d’erreur est toujours définie par

E1=Y—Yr =TIy — Yr
ou y, est la trajectoire de référence a suivre. Si I’'on prend comme fonction de controle

de Lyapunov (fcl)

2
v1 = 61

1
2
sa dérivée sera donnée par

Vi =16 = e1(z2 — ¥r)
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Pour la rendre négative, il suffit de prendre
(T2)a 2 a1 =9 — k161

ou k; > 0 est un parametre de design.

Etape 2 — On définit la nouvelle variable d’erreur
E2 =TI —ay = Iz —Yr + k161
et la fcl
V, = %sf + %eg (5.3)

Sa dérivée, le long des trajectoires du systéme, est donnée par
]-/2 = —k;Ef + &9 [&'1 + Eg}
2 u .. 2
= _k151 + £ [z —az; — bxr; — yr + (1 - kl)fl + klEz]

Pour la rendre négative, il suffit de choisir comme commande

u . -

Z =azr, +bra+ 9y, — (1 — klz)El - (kl + k2)82 (5.4)
ol k2 > 0 est un nouveau parametre de design.

Espace originel

Afin d’étre en mesure de réaliser la commande obtenue sous la forme de retour de

sortie, les erreurs €; et €, sont réécrites dans 'espace (), z2). Cela permet d’obtenir

e
Il

C[QI; +bIz + '!'/.r - (1 - k?)sl - (kl + kg)(xz - gr <+ klel)]

c[a.rl + by + i — (1 + k1 k2)er — (k1 + ’Cg)él]

it

c[(a + bs)y + ijr] +c [(1 + kika) + (k1 + kg)s] (yr —v)

(1]
(8] ]
h——

=c a+bs+sz]y,.+[Kc-f-TdS](yr-y) (
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qui prend la forme d’un contrbleur proportionnelle—dérivée (PD) classique, oi1

Kc = C(l + k[kg - a)
Ty = c(k, + ky, — b)

Performance en présence du bruit

A titre d’illustration, le contrdleur obtenu (5.5) est appliqué, en présence de bruit
de mesure (bruit blanc), au procédé instable dont la fonction de transfert est donnée
par

-1 2

Gy(s) = (1+s)(1 - .5s) T s2-s5-2 (5-6)

Les résultats des simulations sont donnés par les figures 5.1 (a) & (b). La grande
variance de la variable manipulée s’explique par la présence de la fonction dérivée dans
le contréleur. Le bruit de mesure s’en voit, & cause de I'absence de filtrage dans la
branche de retour, considérablement amplifié. Les variations de la commande de la
figure 5.1 (a), quand elles sont admissibles par I'actionneur, se traduisent par une usure
prématurée de celui-ci. Face a de telles situations, et afin d’adoucir la commande, un
réflexe naturel consiste a introduire un filtre dans le contréleur. Une telle démarche
n’est cependant pas compatible avec le principe méme du design par Lyapunov. Toute
modification doit y étre justifiée en termes de fonctions de Lyapunov. Cette justification,
comme il est montré en détail dans la section 5.3, est loin d’étre directe. Mais avant
d’aborder ces problemes de filtrage par Lyapunov, une autre solution, bien connue.
sera d’abord présentée dans la section 5.2. Il s’agit de la version avec observateur du

backstepping, dont l'effet filtre permet de réduire la variance de la commande.

5.2 Observateur

La méthode du backstepping avec observateur a été présentée, en détail, dans la
section 3.4. Pour des fins de comparaison, elle sera appliquée dans cette section au

procédé de deuxiéme ordre donnée par (5.6). Pour ce faire, I'équation (5.1) est d’abord
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F1G. 5.1: Bruit de mesure : backstepping simple
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réécrite sous la forme matricielle

ou

SRR S

ou la matrice des gains

ou & = z—&. La stabilité de la matrice A, garantit I’'existence d’une matrice symétrique

définie positive P telle que
PA,+ ATP = -1

Cette derniere servira, par la suite, a la construction des différentes fonctions de Lya-

punov. On définit, pour ce faire, les deux variables d’erreur

E1=I1 = Yr

€2 =17 — () + )

Etape 1 — On choisit comme premiére fonction de Lyapunov



dont la dérivée est donnée par

. . 1 . -
Vi =¢€161 + E:GT [PAO + A{P]z

S 1 ,_.2
=gy +a+er+I2—y) — -4Tn-|$|
1

- . |
ssl(al + +E2+ T2 —Yp) — HI;
1

Pour la rendre négative, on prend comme commande virtuelle
oy =y, — ki£y
et comme amortissement non linéaire
S1 = —MmMm,€;
Avec ces choix, la dérivée s’écrit

] 1 _
VYV < —(kl + ml)e‘f +51(62 +.’fg) - —.'Bg
4m,

=—k 2 1 . ?
= - 1€1+51$2—m1 €1 — —I2
2m,

Etape 2 — la dérivée de I'erreur £, est donnée par
éz =1Iq— (d1 +<1)
u . . . ] .
= z+h2(y—x1) —ar; —bxz - (01+<1)
ou
&) + ¢ = Yr — k1€ — M€y
=, — di(e2 + I — d1£1)
=& —d\I;
avec d; = k; + m,, et
& = ir —die2 +die,

est la partie déterministe de d&; + ¢;. Si ’on prend comme nouvelle fcl

1 1
Vo=V, + -2 + — &7 P#
2 1+252 3 2::: Pz

114
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sa dérivée sera donnée par

. . . 1 -
Vo = V) + €262 — mlzlz
2 - N - n u 1 ~12
< —kiel + 2|61 ~ & + diE; + ho(y — £1) — ady — bE2 + —=| — —|&|
(4 am,

- . - . u 1 _
< —kiel + &2 [61 =& +diT2 + ho(y — 1) — a2y - biz + —] - —13
c 4m,
Le choix de la commande
U=C[ai'1+bi‘2—hz(y—il)‘f'fl"fl—k2€2+<2] (3.7)
ou 'amortissement non linéaire ¢, est donné par
S2 = '-'mzdfé'z
permet de réduire la dérivée de la fonction de Lyapunov a
e 2 2 2 1 -
V2 < —klé'l - k262 - mz(dlez) - Z-"TIQ +de2Z5
2

1. 1 _ 72
= —kig3 — ko2 - —lz|2 - my [dlé'z - —Iz] <0
m, 2m,

Espace originel

Le retour a l'espace (z;,z;) s’effectue en remplagant les variables d’erreur €, et &,

par leurs valeurs respectives. Cela donne comme expression de la commande finale
u= c[ai"l + b2y — ho(y — 1) + 9r — (1 — d%)e, — (d; + d2)€2]
= c[(s2 + bs — ha)y, + (a + h2)Z) + Ke(yr — 11) + Tu(yr — 532)]
ou

K.=1+dd; + hy
Ta=d, +dy—b

dy; = Mng + k2
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Simulation

Les résultats de I'application du controleur obtenu au probléeme du bruit de mesure
sont donnés par les figures 5.2 (a) & (b). Comparée au backstepping de base, dont les
réponses sont données par les figures 5.1 (a) & (b), la version avec observateur permet
une nette réduction de la variance de la commande. Cette amélioration s’explique par
I’effet filtre de ’observateur.

Une autre solution, qui permet d’améliorer le comportement de la variable mani-
pulée, peut étre obtenue par un filtrage appliqué sur la branche dérivée du contréleur.
Cette idée, malgré sa simplicité, nécessite des preuves de stabilité beaucoup plus
élaborées. En effet, I'introduction d’un tel filtrage dans le backstepping n’est pas aussi

directe qu’avec les méthodes "classiques”.

5.3 Filtrage par Lyapunov

Si 'on modifie la structure de la commande (5.5), en introduisant un filtrage sur la

variable z,, on obtient
u® =c(a+bs+ sz)yr + Ke(yr — 1) + Ta(yr — 22)
ou I, est la version filtrée de z; = 3, qui peut étre réécrite
Iy =19+ I3
ou I, est l'erreur d’estimation de z;. La commande u® s’écrit avec ces variables

= c(a + bS + sz)yr + Kc(yr - Il) + Td(yr - 1'2) s Tdi2

=u — Ty, (5.8)

ou u est la commande non filtrée, donnée par (5.5). L’application de (5.8) au procédé

(5.1) donne comme dérivée de la fonction de Lyapunov (5.3)

y Ty .
VQ = —klgf - sz% - —6-'621'2
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Cette dérivée n’étant pas négative, la stabilité n’est pas garantie. Pour se débarrasser
du terme de signe incertain, on définit la nouvelle fonction de Lyapunov

1,

1
V; = -2 + e§+$

2

Sa dérivée, le long de la trajectoire du systéme commandé par (5.8), vaut
. T. 1_ -
v; = -k16¥ - k2€g - —4522.72 + —IoIy
c ¥
Y14

1 .
= —klef - kgf,'g -+ —:1.,‘2 [.‘i'z —_ —52]
5 c

Avec cette notation, un choix intéressant de la dynamique de filtrage devient évident.
En effet, il suffit, a présent, de prendre

.%2 = 1-52
pour assurer la négativité de la dérivée. Or ce que I'on cherche est une dynamique pour

I, et non pas pour Z,. La relation entre les deux est donnée par

£2=2..'2+J.72

u* 'de
= — —ar; — bzy + —¢;
c c

ou l'erreur €5 vaut

€2 = I3 — Y, + kigy

= kl.‘I] +z5 - (S+ k])yr

La loi de mise a jour de l'estimé £, peut alors étre réécrite sous la forme

. T.
Iy = uc —az; - br; + Zc—d[kle +z2 - (s+ kl)y,.]

= —az; — bz, + (a + bs + s%)y,

K. T, .. . T.
+ —c'(yr —-I) + ?d(yr - I)+ lc—d [kll‘x + - (s+ kl)yr]
= |:$2 + (kx + ko — %Td)s] Yr

T ) T
-+ (1 + klkg - kl%)(yr - Il) - (k1 <+ kz -_ b)Iz + (lc—d - b).’rg
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Afin d’avoir un gain unitaire entre , et I,, les parametres de design k, et k; doivent
vérifier

k|+k2=7Tn

ce qui correspond a

- C(kl + kz) _ k[ + kz
7 Ty  ki+ka—b
Etant donné que v doit étre positif, les parameétres k; et k; doivent également vérifier
ki+k,>b
L’équation de Z, peut s’écrire dans ces conditions

(s+ki+ky—b)i, = (kl + k2 — b)Iz + (1 - kf)(yr - z) + s%y,

ou encore
- s T](l _ k%) Tfs2
2= 1+T,sx1+ 1+ Tys (vr —21) + 1+T,syr

ou la dynamique du filtre est définie par

1
n-h+b—b

qui est assuré d’étre positif.

Remarque 5.1 (Choix de y.) — On peut penser que l'estimé Z, peut prendre des
valeurs extrémement élevées, & cause de la présence de s? au numérateur du dernier
terme. Etant donné que la trajectoire de référence yr représente la sortie d’un filtre
(modele de référence), il suffit de choisir ce dernier avec un ordre > 2, pour compenser
effet de s2.

a
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Systemes non linéaires

La méthode présentée, développée jusqu’ici sur un systéme linéaire, se généralise
facilement aux systémes non linéaires. Si les non-linéarités du systéeme dépendent uni-
quement de la sortie de celui-ci (y = z,), 'extension est directe et aucun traitement
supplémentaire n’est requis. Il faut rappeler que le méme type de restriction est im-
posé par la technique du backstepping avec observateur. Les calculs de filtres similaires,
pour les non-linéarités dépendantes de ., bien que n’ayant abouti, jusqu’'ici, a aucun
résultat exploitable, continuent de bénéficier de beaucoup attention de notre part.

Simulation

Le contréleur avec filtre obtenu est appliqué au probleme du bruit de mesure. Les
résultats de la simulation sont donnés par les figures 5.3 (a) & (b). Comparée au backs-
tepping de base (figures 5.1) et au backstepping avec observateur (figures 5.2), la version
filtrée se démarque par ses bonnes performances. L’utilisation du filtre se traduit par

une réduction considérable de la variance de la variable manipulée.

Afin de mieux illustrer la supériorité du controleur proposé, ce dernier est également
comparé aux deux précédents (avec et sans observateur), pour une perturbation en
échelon, appliquée a la sortie du procédé. Les résultats des simulations, donnés par
les figures 5.4 (a) & (b), se passent de commentaires. D'une amplitude de -65 pour
le backstepping simple, le pic de la commande est réduit a -40 pour la version avec
observateur et -10 pour celle avec le filtre. L’absence d’actions intégrales ne permet,
cependant, a aucun de ces contrdleurs d’éliminer les erreurs, en régime permanent,
engendrées par la présence d’une telle perturbation. Cela constitue 1'une des limitations
majeures du backstepping. Ce probléme est abordé en détail dans le chapitre 6.

5.4 Conclusion

Les probléemes liés a la présence, courante et inévitable, du bruit de mesure sont
considérés. Le comportement des contrdleurs générés par la procédure du backstepping

v est analysé et les limitations soulignées. Une nouvelle solution, utilisant un filtre basé
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sur la méthode Lyapunov, est proposée. Cette derniére, qui génére une commande par
retour de sortie, surpasse la version avec observateur du backstepping, qui reste la seule
variante a retour de sortie disponible de cette méthode.



Chapitre 6

Perturbations & moyenne non nulle

Dans ce chapitre, le probleme des perturbations externes 4 moyenne non nulle,
appliquées a la sortie et/ou 'entrée du procédé, est considéré. Il a été constaté (sec-
tion 5.3) qu’en présence de telles perturbations, aucun, des trois contréleurs proposés,
ne garantit des erreurs nulles en régime permanent. Ce dysfonctionnement s’explique,
évidemment, par l’absence, dans ces contréleurs, de I’action intégrale indispensable

pour venir a bout des erreurs résiduelles.

Afin d’étre en mesure d’'éliminer ces erreurs, une solution consiste a doter les
régulateurs obtenus d'une action intégrale (Benaskeur & Desbiens 2000). L’idée princi-
pale, de la méthode proposée ici, se résume a introduire, d’une maniere virtuelle. des
intégrateurs dans la fonction de transfert du procédé G,(s). Par la suite, cet intégrateur
sera transféré dans le régulateur, afin de garantir des erreurs nulles. Pour rendre pos-
sible une telle manipulation, une représentation d’état quasi minimale (n + 1 états) est
utilisée pour la fonction G,(s). A cause de ses performances, et surtout de son impor-
tance pour la méthode de I'erreur modifiée!, cette méthode est traitée en détail dans le

présent chapitre.

! Présentée dans la troisieme partie de la thése, qui lui sera entierement consacrée.
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6.1 Backstepping avec action intégrale

La procédure du backstepping est modifiée afin de permettre I'introduction d’action
intégrale dans les controleurs obtenus. Outres les performances en régime permanent,
i.e. erreurs nulles, que procure ce type de modification, une amélioration substantielle

dans les performances de I’adaptation a été constatée.

Afin de simplifier la présentation, la méthode est, encore une fois, élaborée sur des
systemes linéaires. Son extension aux systémes non linéaires est directe et ne nécessite
aucune modification majeure. Les résultats de cette extension seront toutefois donnés
a la fin de la présente section. Pour les systémes linéaires, cette modification donne lieu

a des régulateurs du type PID.

Principe

L’équation différentielle (5.2) est, a nouveau, considérée. Au lieu de 'utiliser direc-
tement dans la procédure du design, cette derniére est remplacée par sa dérivée. Cela

donne comme nouvelle équation

¥ (1) + (1) + ag(r) = 22

li>

v(t)

Le choix des variables d’état

) = y(t)
z; = y(t)
z3 = y(t)

permet d’obtenir comme représentation non minimale du systéme

il =TI (6.1)
Ty =1I3 (6.2)

I3 = —azT; —bz;+v (6.3)
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pour laquelle I'application du backstepping donne comme commande intermédiaire v

v = az, + bzz + y®
- (k? - 2k1 - kg)el - (2 - kf - kg — k1k2)€2 - (kl <+ kz -+ k3)€3 (64)
ou k;, k2 et k3 sont des parameétres positifs de design et
E1 =T —Yr
€2 =TI —g
E3 =T33 — Q2
Les valeurs désirées des variables sont données par
oy = (Z2)a = Yr — k16
a2 = (23)a = §r — (1 — k2)ey — (k1 + k2)e2
La commande (6.4) rend négative la dérivée de la fonction de Lyapunov
1 1 1 -
V3 = 55% + 56% + 55% (6.3)

qui s’écrit avec ce choix?

Vs = ~kiel ~ kae} — kaed <O

Espace originel

Pour permettre d’exprimer v dans I’espace originel (z,, z2, 3), on commence par

la derniére erreur, dont on remplace la valeur
£3 =13 ~ §r + (1 — k})e1 + (k1 + k2)e2
Substituée dans I'expression de v, cela donne
v=1y® +azx, + brs — (k3 — 2k; — ka)e)
— (2 — k2 — k% — kiko)ea — (ky + ko + k3) [y, + (1 — ke, + (ki + k2)e2 + 13]

= az; + bxrz + yf’)
- (k3 - ’Cl -— k?kz - kfka)El - (k1 -+ k2 -+ k3)€1 - (2 -+ k1k2 -+ k[k;; <+ k2k3)52

2Les détails sont volontairement omis (voir les chapitres précédents).
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La deuxiéme variable d’erreur étant donnée par

Ex = -y,. + kg1 + 22

=(s+ki)e,
on obtient, pour la dérivée de u,
U= cv
= c(azy + brz + y) — c(ky + k2 + k3)é,
— c(k3 — ky — k¥ko — k¥ks)e, — c(2 + kika + kiks + koks)(s + ky)ey

Si I'on introduit, & présent, les paramétres

Ty =clk; +ky + ks —b) (6.6)
K. =c(2 + kyky + kyks + koks — a) (6.7)
T; = C(kl + k3 + klkgk;;) (68)

la dérivée u se met sous la forme
2 = c(azp + bzy + y¥) (T4 + bc)é, — (K. + ac)é, — Tiey
= c(az; + bz3 + yP) — [(Td + bc)s® + (K. +ac)s + T,] £1
=c(s® +bs® + as)y, — (Tus* + Ks + T)) ey
Une simple intégration permet d’obtenir comme commande finale
u=c(s® +bs+a)y, — (Tys+ K.+ %)El (6.9)

ot !'on reconnait la structure d’un contréleur PID paralléle.

Systéemes non linéaires

Le design, qui vient d’étre présenté pour un systéme linéaire, s’étend facilement au

cas non linéaire. Afin d'illustrer cette extension, on considére le systéme
T = p1(z1) + (1) T2

T2 = p2(Z1, T2) + Y2(T1, Z2)u

= p2(z1,Z2) + v
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ol @, w2, Y1 et Y, sont des fonctions non linéaires connues. En dérivant une fois la
derniére équation, et en introduisant la nouvelle variable d’état z3;, on obtient

;) = g1(x1) + ()22
.’i:g =1TI3
E3 = Po(Z1,Z2) + ¥

= @o(T)1, T2) +w

L’application du backstepping a ce nouveau systéme permet le calcul de la commande

intermédiaire w. Cette derniére est donnée par®
w = Gz — €2 — k3gz — p2(z1, T2)

dont une simple intégration permet de revenir a v, qui s’écrit alors

w
v=—
S
€2+k3€3
= a2 = ol 37) - 2EES

La vraie commande u peut, maintenant, étre calculée

I v
Y2(z1, T2)
_ 1 _ _ 1 Eq + k3€3
"~ ta(z, T2) [02 4,02(1131,1‘2)] Y2(z1, T2) [ s ]

_ 1 [52+k353]
Ya(z1, T2) s

ou l'on voit apparaitre la composante ug, qui correspond a version classique du backs-
tepping, augmentée d’un terme qui contient l'intégrateur introduit par la modification.

Simulation

Les résultats de I’application du controleur obtenu (6.9) au procédé de I’équation (5.6),
sont donnés par les figures 6.1 (a) & (b). Ces derniéres présentent une comparaison entre

la version avec action intégrale (PID) et la version obtenue par le backstepping direct

3Afin d’éviter la redondance, les détails du design sont, encore une fois, volontairement omis.
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(qui se réduit a un PD pour les systémes linéaires). Les comportements en poursuite
sont treés similaires, alors qu’en régulation le PID assure, contrairement au PD et comme
on s’y attendait, une erreur nulle en régime permanent. La variable manipulée du PID,
quant a elle, présente un comportement peu désirable. Cela s’explique par ’absence de
filtrage sur le signal de sortie dans la boucle de retour. Comme pour le PD (section 5.3),
I'introduction d'un tel filtre pose certains problémes théoriques. Son utilisation n’est
pas directe et nécessite une justification par une fonction de Lyapunov. Cette solution

est présentée dans la section 6.2.

6.2 Filtrage par Lyapunov

Au lieu d’appliquer le filtrage sur z,, comme dans le cas du PD, celui-ci est appliqué
sur z3. Une simple intégration de l'estimé £; permettra, par la suite, d’obtenir I'estimé
de z, recherchée. L’introduction d’un filtre sur r; = § consiste 4 remplacer ce dernier

par
I3 =1I3+ I3

A cause de I’erreur d’estimation non nulle I3, la stabilité ne peut étre garantie. L’ex-

pression de la commande v*, qui utilise Z3 au lieu de z3, est donnée par

cv* =c(s® + bs® + as)yr — (Kes + Ti)er — Tu(d3 — r)

=cv —Tdffg,

ou v est la commande qui utilise la version non filtrée de 3. Une modification, identique

au cas du PD (section 5.3), donne comme dynamique de filtrage

I3 =123+ I3

T,
=v* —azx; — bz; + %53

ou v est un parametre positif de design. L’erreur €3 étant donnée par

£3 = I3 — Uy + (l - k?)El + (k1 + kz)Ez
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la substituer dans ’expression de z; donne
I3 =v" —azy; + (%Td —b)z; + '_7% [(1 — ke, + (k1 + k2)ez — g'/',]
et
v* =az; — %i; +y9 + (-1-} + b) i, — I:(-I-(c-c +a)s + %]e

La substitution de v* dans 'expression de z; permet d’écrire ce dernier sous la forme

i3 = —%‘3-4- (——b)1:3+ [s + (—+b)s ]yr
- [(T" +a)s+ 7;]51 + "’—T“[(l — K)er + (ks + ka)es -y]

La variable z; étant ’estimé z3, afin d’avoir un gain unitaire entre les deux, le parameétre

v doit vérifier

qui peut s’écrire
Td+Cb k1+k2+k3
Ty  ki+ko+ks—b

En plus, pour que v soit positif, les parametres k;, k; et k3 doivent satisfaire

ki +ko+kz3>b

Si les conditions données ci-dessus sont satisfaites, on disposera d’un filtre a la fois

stable et de gain unitaire. Ce dernier est donné par

= 1(:z:;‘ — i3) + Sy, — [(— +a)s + T]61 + Ln [(1 - k2)61 + (k1 + kg)Eg]

B

qui, apres simplification, peut se mettre sous la forme

. T. .
I3 = ?d(l‘g - 5:3) + say, + (k? + k% + kik, — 2)é; + (k3 + k?kz + klkg)fl

L’estimé de 1'état z3 est alors donné par

Td82 T+ s3 k2 + k2 + k1ky — 2., k3 + k%kz + klk%
cs + Ty ! cs+T¢yr cs + Ty €1 cs+ Ty

T3z =

131 (610)
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La variable r3 n’étant pas utilisée dans I’expression (6.9) de la commande finale u,
le calcul de son estimé peut paraitre superflu. En effet, £; ne sera pas utilisée, mais
servira a fournir une estimé de z, qui, elle, apparait bien dans ’expression de u. En

intégrant les deux membres de I’égalité (6.10), on obtient

_ Tys I+ s? kf <+ kg + kky — 26 k3 + k%kg + klkg
cs+ Ty ! cs+Tdy' cs+ Ty ! s(es + Ty)

-~

I

€1

ou seule la sortie y = z, est utilisée pour ’estimation de 1'état interne r,.

Simulation

Les résultats de la comparaison des versions avec et sans filtrage du contrdleur
(a4 action intégrale) sont donnés par les figures 6.2 (a) & (b). Ces résultats montrent
clairement l'effet du filtre sur le comportement la variable manipulée, dont la variance

est considérablement réduite.

6.3 Version adaptative

L’introduction de l’action intégrale ne se limite pas aux systémes a parametres
connus. Dans le contexte adaptatif, outre le rejet des perturbations, cette modifica-
tion apporte une amélioration substantielle aux performances de ’adaptation. Cette
amélioration est plus marquée si I'action intégrale est assortie d’'un terme d’amortisse-

ment non linéaire.

On consideére, a nouveau, le procédé donné par I'équation (5.1). Si les parametres
a, b et ¢ sont inconnus, on les remplace, dans I’expression du contréleur obtenu, par
leurs estimés respectifs @, b et é&. On suppose que le signe du parametre c est connu. On
commence par la commande v, ou a et b sont remplacés par leur estimés. La version

adaptative de v s’écrit dans ce cas

v = 4z, + bz + y¥

- [(k; + k3 -+ klkzka) + (2 + k[kz -+ k]k:; + kzks)s + (k1 <+ k2 -+ k3)82 €1
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Ce qui donne pour la dérivée de la vraie commande
u=cv
=cv+cCv

On considére la fonction de Lyapunov

1 1 1 a2 b &2
W=+ -ed+ze24+ —+—+

— 6.11
270277720 270 2% 27 (11

ol 7., s et ¥ sont des gains d’adaptation positifs. Les erreurs d’estimation sont données

par
a=a—a
b=b-b
c=¢é—-c

La dérivée de (6.11), le long de la trajectoire du systéme, s’écrit sous l'action de u

-~

. a |- 5 < c -
V; = —kie? - kgeg - k35§ + — [a + ‘y,,e;:rg] + — [b + 7,,63:53] + — [c + ’7csgn(C)€3'U:|
a b 7C|Cl

Un choix évident des dynamiques d’adaptation est donné par

d=a=—"7,63T2 (6.12)
E) = l-) = —7E3T3 (613)
¢ = ¢ = —vye3sgn(c)v (6.14)

La dérivée de la fonction de Lyapunov (6.11) vaut, avec ce choix,
VI = —kie? — ke — k3e2 <0

Remarque 6.1 (Intégration) — Les estimés a, b et & n'étant pas constants, le passage
de 2 4 u (par intégration) n’est pas aussi simple que dans le cas non adaptatif. Quelques

précautions sont a prendre.

O
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La commande finale est donnée par

u=/ddt=/évdt=é/vdt—/[é/vdt]dt

Cette commande peut étre réarrangée sous la forme d’une partie PID (upiq), corres-
pondant a la version adaptative basée sur équivalence certaine de (6.9), a laquelle vient
s’ajouter une composante ug4,,, dont le seul role est de compenser les effets instabilisants

de I’adaptation. La commande u s’écrit ces notations
U = Upiq + Udyn
ou

] s - . T;
Upia = 6(s2 + bs + @)yq — [Tds + K.+ ;‘—]51

Udyn = —é/xlc:tdt—éfzgl;dt—/ [é/vdt]dt
= 7aé/x1r253dt+'n,é/:r21:353dt+'ycsgn(c)/ [U/Udt}f;;dt

Les parametres (adaptatifs) de réglage sont donnés par

Td =¢é(k, + ko + k3 — 5) (6.135)
K. = é2 + kikz + kiks + koks — @) (6.16)
T; = é(k1 + k3 + kikoky) (6.17)

6.4 Amortissement non linéaire

Une modification des commandes, par I'introduction d’'un terme d’amortissement
non linéaire, permet d’améliorer considérablement la qualité des régimes transitoires.
Pour ce faire, on définit d’abord la nouvelle commande intermédiaire w par I’introduc-
tion, dans I'expression de v, de deux termes d’amortissement non linéaire, par rapport
aux erreurs d'estimation & et b. Cela donne

w = v — e3(mz3 + myz3)
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La dérivée de la vraie commande u est, également, augmentée d’'un terme d’amortis-

sement non linéaire, mais par rapport a l’erreur d’estimation ¢
& = éw — sgn(c)maezw?

Avec ces choix et les lois d’adaptation (6.12)-(6.14), la dérivée de la fonction de Lya-
punov (6.11) devient

. mg3 2
V; = —k1€¥ - kzig - k3€§ - m1(63172)2 - m2(63I3)2 - I—CT(an) < 0
Si I'’adaptation est inhibée, i.e. v, = 7 = 7. = 0, cette dérivée vérifie
- 2 1 2
VI < —kole|” + —|6
3 = OI | 4m0| I
ou

T
e=[e, e &
6=[a b &"

mg = min{m,;, m, ms|c|}

ko = min{kl, kg, k3}

On constate que vg est négative pour

ce qui garantit la bornétude du vecteur d’erreur &, puisque

8] /1
2 komo

le] <

Intégration

Le passage de u a4 u (par intégration) pose les mémes difficultés que dans le cas sans

amortissement non linéaire. La commande finale est donnée par

U = Udyn + Ugnt + Upid (6-18)

4Voir section 3.3
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La partie équivalence certaine de la commande (u,4) reste identique au cas sans amortis-
sement non linéaire, alors que la partie qui tient compte de la dynamique d’adaptation

qui est donnée par

Ugyn = —€ / T adt — ¢ / zbdt — / [i:- / wdt] dt

= Y.6 / T1Z2€3dt + € / T3Tq€3dt + y.sgn(c) / I:eaw / wdt} dt

s’en voit, a travers w, affectée. La contribution des termes d’amortissement non linéaire,

quant a elle, vaut

Ugnl = -/ [mléxi + maézs + masgn(c)wz] €adt

6.5 Simulation

Les résultats comparatifs de I’application des deux contréleurs PID et PD adapta-
tifs sont donnés par les figures 6.3 a 6.12. Chacune des figures donne les résultats des
versions sans et avec amortissement non linéaire. Les figures 6.3 a 6.7 montrent claire-
ment la supériorité du controleur avec intégrateur sur la version de base, notamment

en présence d’amortissements non linéaires.

Perturbation

Cette supériorité est plus marquée, si le procédé est sujet a des perturbations a
moyenne non nulle. Dans ce dernier cas, le backstepping de base est complétement in-
capable de garantir des erreurs nulles, qu’il s’agisse d’erreurs de commande ou d’iden-
tification. Les figures 6.8 a 6.12 montrent, encore une fois, les bonnes performances de
la version avec intégrateur, pour une perturbation en échelon d’amplitude .5 appliquée

a la sortie du procédé, a t = 12s.
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6.6 Equivalence certaine

Afin de mieux illustrer les performances du contréleur PID adaptatif basé sur la
méthode backstepping, celui-ci est comparé, dans les figures 6.13 et 6.14, a son équivalent
basé sur le principe de I'équivalence certaine, utilisant les moindres carrés simples comme
stratégie de mise a jour des parametres inconnus. Pour ce dernier, le caractére instable
duit, en toute évidence, par une lente convergence de l'identification, qui explique la
contre performance du controleur dans la premiere portion de la réponse donnée par
la figure 6.13 (a). La robustesse inhérente au backstepping, renforcée par l'introduc-
tion d'un amortissement non linéaire, permet d’augmenter les gains d’adaptation sans
provoquer l'instabilité de la boucle, assurant ainsi une meilleure convergence des pa-

rametres.

6.7 Conclusion

Congu au départ pour éliminer les erreurs résiduelles, le contréleur avec action
intégrale proposé a permis une nette amélioration des performances des boucles adap-
tatives basées sur le backstepping. Qu’il s’agisse de poursuite/régulation ou d’identifica-
tion, le contréleur obtenu, contrairement au backstepping de base, garantit des erreurs
nulles en régime permanent. Toutefois, dans le contexte non adaptatif, comme pour
son équivalent sans intégrateur, le controleur obtenu présente, a cause de la présence
de I'action dérivée et l’absence de filtrage, un comportement peu désirable de la va-
riable manipulée. Afin d’éliminer cet inconvénient, ce contrdleur est augmenté d’'un

filtre semblable a celui présenté dans le chapitre 5.

Une autre approche, pour répondre aux problemes des perturbations 4 moyenne non
nulle, réside dans I'inclusion du backstepping dans une prédicteur de Smith. Cette solu-
tion offre, également, I’avantage d’étendre I’applicabilité du backstepping aux systemes
avec retards et/ou déphasages non minimaux, auxquels, il n'est pas applicable. Le
détail de cette solution est donné dans le chapitre 7.
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Chapitre 7

Déphasage non minimal/retard

Le backstepping étant une méthode de design par retour d’état continu, les retards ne
peuvent y étre représentés. Leur présence dans les procédés rend, par conséquent, cette
méthode complétement inutilisable dans la pratique. Afin de surmonter cette limitation,

une solution intéressante est donnée par le prédicteur de Smith (1957) (figure 7.1).

7.1 Principe

En effet, en présence de retards, la structure de Smith s'impose comme la solution
par excellence, d’oil I'idée d’insérer dans cette derniére les contréleurs obtenus par le
backstepping. Etant donné que la procédure récursive de design reste inchangée, 'ap-
proche par Smith est applicable l1a ol le backstepping l'est, sans qu’elle ait 4 souffrir
de la limitation des retards. En effet, la procédure de design, jusqu’ici appliquée au
procédé!, s’effectuera sur le modeéle de celui-ci. Si ce dernier est identique au procédé,
aucun changement dans la méthode de design n'est nécessaire. La différence réside,
alors, uniquement dans la facon dont est réalisée la loi de commande . C’est pourquoi,

seuls les résultats de I'application du contréleur final sont donnés.

Par ailleurs, étant donné que le backstepping réalise une commande par modele de
référence (MRC), il n’est pas applicable aux systémes a déphasage non minimal. Pour

1Voir les chapitres 5 et 6.
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L MR en poutpuite ‘ ; Contrdleur |-#{ Modéie

———— el .

MR en réguiation <

Fi1G. 7.1: Prédicteur de Smith

pouvoir suivre parfaitement le modele, la commande MRC rend non observables tous les
zéros du procédé. En toute évidence, si ce dernier présente un ou plusieurs zéros dans
le demi-plan de droite, cette méthode générera un contrdleur instable. Afin d’éviter
cette inversion systématique, le prédicteur de Smith est légéerement modifié. En effet,
si ces zéros sont traités au méme titre que les retards, i.e. sortis de la boucle interne,
la structure de Smith modifiée (figure 7.2) devient une solution fort intéressante. A
défaut de pouvoir s’en débarrasser, les zéros situés dans le demi-plan de droite sont
imposés dans le modeéle de référence. Dans de telles situations?, on ne dispose d’aucune
marge de manceuvre. Quelle que soit la commande utilisée, la dynamique globale sera

inévitablement affectée par la présence des zéros a phase non minimale.

7.2 Simulations

Afin d’illustrer 'efficacité de la structure proposée, le procédé dont la fonction de
transfert est donnée par

2(1-12s)e™*  —4(1-1.2s)e*
(1+s)(1-.55)  s2—s5-—2

Gp(s) =

2Tout comme pour les retards.
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MR en réguiation

Fi1G. 7.2: Prédicteur de Smith modifié

est considéré. On y remarque la présence, a la fois, d’un zéro a phase non minimale et
d’'un retard. Le design par backstepping s’effectue, cependant, toujours sur le procédé,
dépourvu de son zéro et son retard. Par la suite, ces derniers seront, systématiquement,

pris en compte par le prédicteur de Smith.

Les résultats de I’'application de la combinaison backstepping/Smith modifié sont
donnés par les figures 7.3 (a) & (b), ou 'on applique un échelon de consigne a ¢t = 1s.
Ces résultats se passent de commentaires. On y remarque 'effet apparent sur la sortie

du déphasage non minimal et du retard.

Perturbation 3 moyenne non nulle

Le prédicteur de Smith ne se limite pas a résoudre le probleme des retards et des
déphasages non minimaux. En effet, la structure méme de la boucle garantit des erreurs
statiques nulles, en présence de perturbations a moyenne non nulle, et ce sans aucune
modification dans la procédure de design. Cette propriété se constate clairement sur
les figures 7.4 (a) & (b), ou en plus de I'échelon de consigne a ¢t = 1s, une perturbation
est appliquée a la sortie du procédé a t = 9s. Outre l'erreur nulle en régime perma-
nent, on remarque sur la figure 7.4 (a) un bon comportement de la variable manipulée,
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comparé a celui de la figure 6.1 (a), obtenu par backstepping avec action intégrale. Ce
résultat a été obtenu grace l'introduction d’un filtre a la sortie du comparateur de la
boucle externe. Cette modification trouve sa justification dans la structure de Smith
elle-méme. L’action de boucle externe étant considérée comme une simple modification
de la consigne de la boucle interne, l'utilisation d’un filtrage sur celle-ci n’a aucun effet
sur la stabilité®. La stabilité globale dépend uniquement de la qualité du modele uti-

lisé et 1a capacité du contréleur, généré par le backstepping, a stabiliser la boucle interne.

Cette propriété est également exploitée, afin de répondre aux problemes que pose,
en présence de bruit de mesure, la variable manipulée (chapitre 5). Les résultats des
simulations donnés par les figures 7.5 (a) & (b) montrent, clairement, I'importante
réduction de la variance qu’engendre l'introduction du filtre. Le choix de ce dernier
étant indépendant du reste de la boucle, ses parametres peuvent, contrai ment aux
filtres proposés dans les chapitres 5 et 6, étre calculés en fonction de variance tolérable

de la commande.

7.3 Limitations

Dans la solution qui vient d’étre présentée, le backstepping est appliqué a un modéle,
au lieu du procédé lui-méme. Dans ce cas, l'utilisation de la version adaptative de la
méthode (chapitre 4) consisterait a identifier les parametres du modele et non pas ceux
du procédé. Etant donné que ces paramétres (du modéle) sont variables, puisqu’ils sont
modifiés par le module d’adaptation, le backstepping adaptatif ne peut étre utilisé. Ce
dernier ne s’applique qu’aux systémes a parametres inconnus constants. L’utilisation
du prédicteur de Smith* dans un contexte adaptatif passe donc, inévitablement, par
I’équivalence certaine. Dans une telle approche, le régresseur n'étant pas imposé par
la méthode design, son choix peut étre effectué de maniere a assurer les meilleures

propriétés de convergence.

3C’est une propriété du prédicteur de Smith et de la structure 2 modéle interne (qui lui est similaire).
4Les mémes commentaires s'appliquent au modéle interne.
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7.4 Conclusion

Initialement proposée pour pallier les limitations du backstepping en présence de
retards et de déphases non minimaux, la combinaison backstepping/prédicteur de Smith
s’est avérée d'une grande efficacité pour les questions pratiques soulevées dans les
chapitres 5 et 6. La structure méme du prédicteur de Smith garantit des erreurs nulles
en régime permanent, alors que I’ajout d’un filtre, a I’entrée de la boucle interne, assure
un comportement acceptable de la variable manipulée. La solution proposée dans ce
chapitre reste toutefois tributaire de la qualité du modeéle utilisé. Cette propriété la

rend désuéte pour une commande par le backstepping adaptatif.



Conclusion

Dans cette troisieme partie de la thése, les aspects théoriques, largement discutés
dans la deuxiéme partie, ont cédé place aux probléemes que pose I’application du backs-
tepping aux procédés réels. Les limitations y sont soulignées et des solutions proposées.
Ainsi, l'introduction d’un nouveau filtre, dont le design est basé sur la théorie de Lya-
punov, a permis d’améliorer le comportement de la variable manipulée, en présence de
bruit. Les tests ont montré la supériorité du backstepping avec filtrage sur le backstep-

ping simple, ainsi que sur le backstepping avec observateur.

Les performances en régime permanent ont également été améliorées via I’introduc-
tion d’action intégrale dans le backstepping. Cette modification garantit, en présence
de perturbations, des erreurs résiduelles nulles. Dans le contexte adaptatif, la présence
de Tl'action intégrale s’est également traduite, pour les parameétres inconnus, par de
meilleures propriétés de convergence des estimés. Le dernier probléme abordé est ce-
lui des procédés présentants des retards et/ou des déphasages non minimaux. Afin
d’élargir I'applicabilité du backstepping a ces derniers, auxquels il n’est pas appli-
cable, le contréleur résultant est inséré dans une structure de Smith. Cette solution
offre également avantage de répondre simultanément aux deux problémes soulevés
précédemment, i.e. erreurs résiduelles et comportement de la commande. Toutefois,

cette méthode ne peut étre généralisée au cas adaptatif.

Le couplage est un autre phénomene trés courant dans les procédés réels. Vu son
importance, ce probléeme n’a pas été adressé dans cette partie et sera abordé trés en
détail dans la quatrieme partie, qui lui sera entiérement consacrée.



Quatriéme partie

Application a la commande
décentralisée



Introduction

Cette partie traite des problémes, d’analyse et de conception, associés a la com-
mande des systémes multivariables. Une nouvelle méthode de design, pour la commande
décentralisée des systemes couplés, est présentée. Cette derniere se base sur la tech-
nique du backstepping, présentée dans les chapitres 1 a 4, et ses fonctions de Lyapunov.
L’idée principale de la méthode de I'erreur modifiée consiste a modifier, par I'intro-
duction de termes supplémentaires, les variables d’erreur régulées par la procédure du
backstepping. Le choix adéquat de ces termes permet, dans une seconde étape, d’obtenir
différentes lois de commande dont la réalisation est complétement décentralisée. Les
conditions de stabilité et les performances en boucle fermée sont dictées par le choix
effectué. La méthode permet d’obtenir des commandes par retour d’état, par retour
de sortie (avec ou sans observateurs), ainsi que par retour d’état partiel, ou seulement
quelques variables sont nécessaires a l'implantation. La méthode de I'erreur modifiée

(MEM) est applicable aussi bien aux systéemes linéaires que non linéaires.

Une revue critique des solutions, proposées dans la littérature pour répondre aux
problemes de la commande adaptative décentralisée, est d’abord présentée dans le
chapitre 8. Dans ce dernier, des rappels théoriques sont également donnés, afin de
faciliter la lecture des chapitres subséquents. Le chapitre 9 présente la version originelle,
i.e. par retour d’état complet, de la MEM. Des extensions aux cas adaptatifs et non
linéaires y sont également proposées. Le probleme de la mesure des variables d’état
est abordé dans les chapitres 10 et 11. Le chapitre 10 est consacré a la MEM avec
observateur, alors que dans le chapitre 11 sont élaborées les versions par retour d’état
partiel et par retour de sortie. Dans ce chapitre I'introduction de I’action intégrale dans

la MEM est également présentée.



Chapitre 8

Commande décentralisée

Avec la complexité croissante des systémes commandés, les modéles scalaires sont,
trés vite, devenus incapables de fournir la précision suffisante garantissant le niveau
élevé des performances, souvent exigé. Dans de telles situations, 'effet combiné des
différents facteurs ne peut étre confiné a une simple fonction de transfert, a une entrée
et une sortie. Des modeles multivariables (m entrées — n sorties) sont alors a considérer.
Ces modeles refletent mieux la réalité des procédés physiques, ou interagissent plusieurs

phénomenes simultanément.

Théoriquement, I’approche multivariable représente la solution idéale au probleme
de la commande des systémes couplés (Morari & Zafiriou 1989, Skogestad & Postlethwaite
1996). L’élimination des effets nuisibles, causés par les termes d’interconnexion!, assure
les meilleures performances (possibles) en boucle fermée. La dimension des systémes
commandés reste, cependant, un handicap majeur. Le design et/ou la réalisation d’un
controleur centralisé, pour des procédés couplés, peut s’avérer de taille, aussi bien en
terme de complexité (du design) que de coit (de réalisation) (Datta & loannou 1992,
Wen 1994). La commande des systémes couplés (multivariables) s'inspire, souvent, di-
rectement des techniques scalaires. L’extension des ces derniéres au cas multivariable,
a été rendue possible par la généralisation des certains concepts de base, tels que les

fonctions de transfert et 'introduction des normes. La représentation d’état a constitué

!Ce qui revient a réaliser un découplage parfait.
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un pas unificateur entre la commande scalaire et la commande multivariable.

Définition 8.1 (Centralité) — Le contrdleur d’un procédé multivariable (mxn) est dit
centralisé (ou multivariable) si au moins deux de ses m sorties (commandes) s’échangent
de linformation. Dans le cas contraire, i.e. il n’y a aucun échange d'information, on

parle de contréleur décentralisé.
a

Malgré la supériorité des performances (en boucle fermée) fournies par les contréleurs
multivariables, la commande décentralisée a suscité plus d’intérét ces derniéeres années.
Cette (fausse) contradiction, trouve son explication dans des considérations d’ordre
pratique. La fiabilité —notamment en termes de tolérance aux pannes—, la facilité d’im-
plantation, ainsi que les faibles exigences en matiere de calculs, sont quelques-unes
parmi les nombreuses qualités qui ont contribué a la large popularité de la com-
mande décentralisée dans le controle des procédés industriels. En plus, les problemes
d’évolution® sont plus facilement gérés dans un environnement décentralisé. Ce der-
nier offre avantage de garder le systéme fonctionnel, méme si un ou plusieurs des
controleurs locaux sont hors usage. Ainsi, certaines boucles peuvent étre contrdlées
manuellement (voire méme, complétement, arrétées), pendant que les autres conti-
nuent a étre compensées automatiquement. Pour toutes ces raisons, seule I’approche

décentralisée sera considérée par la suite.

Remarque 8.1 (Centralité) — Il est important de rappeler que la notion de centralité
fait référence a la maniére dont sont réalisés les controleurs et non pas a la fagon dont

ils sont congus. Cette derniére peut éire aussi bien centralisée que décentralisée.
O

Ce chapitre se veut, avant tout, une revue critique des principales méthodes pro-
posées dans la littérature, pour répondre aux probléemes de la commande adaptative
décentralisée des systémes multivariables continus. Mais, afin de faciliter sa lecture,

2Les éventuels ajouts et/ou suppressions des sous-systémes.
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certaines notions théoriques seront rappelées, chaque fois que cela s’avére nécessaire.
Les détails seront cependant volontairement omis, au profit d’une riche bibliographie
qui, pour les lecteurs intéressés, couvre amplement la matiére traitée.

8.1 Principe

La recherche sur la commande décentralisée a été motivée par les problemes que
rencontrent les méthodes de controle conventionnelles, de nature centralisée, face aux
systemes dits & grande échelle (Large Scale Systems). De par son principe, qui res-
treint I’échange d’information entre les différents capteurs et actionneurs, ’approche
décentralisée apporte une solution intéressante aux difficultés que pose la commande
de tels systemes. Dans une commande décentralisée, 1'unique contréleur multivariable
(centralisé) est remplacé par un ensemble de contréleurs (locaux) scalaires, dont le de-
sign est (relativement) plus facile a réaliser. Chaque contréleur local se base, dans le
calcul de sa commande, sur I'information qui lui est fournie par son (ou ses) capteur(s) ;
aucun échange d’information n’est permis entre les contréleurs. Chacun de ces derniers

posséde ses propres critéres de performances, indépendamment des autres.

Sans exception, toutes les méthodes proposées (loannou & Kokotovic 1985, loannou
1986, Hill et al. 1988, Gavel & Siljak 1989, Datta & loannou 1991, 1992, Wen 1994, Jain &
Khorrami 1995, Wei et al. 1996, Jain & Khorrami 1997a,b, Wen & Soh 1997) abordent le
probléme de la commande décentralisée dans le cadre des systémes a grande échelle. Le
systéme est composé de N sous-systémes scalaires (essentiels), entre lesquels existent
des interactions (beaucoup moins importantes). Les équations du i**™¢ sous-systéme

sont données par

N
Si: i = pi(zi, wi) + Z Uy, (25, uj)
J#i
vi=ni(z), i=12,.. N

ol u; et y; représentent respectivement l’entrée et la sortie du sous-systéme S;. Le terme

¥;; modélise I'influence du sous-systéme S; sur le sous-systéme S;.
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Toutes les solutions présentées dans la littérature considérent les sous-systémes S;
comme des entités indépendantes, dont les modéles nominaux (scalaires) sont affectés
par des perturbations (les interconnexions). Dans cet esprit, la conception d’un contréleur
décentralisé est percue comme l’agencement d’'une batterie de controleurs scalaires,
congus séparément et modifiés au besoin pour garantir certaines performances. Par la
suite, les performances du systéme global sont analysées et d’éventuelles modifications
(robustifications) sont apportées aux controleurs afin de satisfaire les exigences glo-
bales, et surtout contrecasrer la présence des interactions. Dans ce contexte, le design
est effectué suivant des critéres de robustesse qui menent 4 des conditions de "bon
fonctionnement”, souvent, trés conservatrices. Les fonctions de couplage sont alors
contraintes a étre stables et faibles en module (loannou 1986). L’analyse des structures
décentralisées, ainsi obtenues, découlent directement de celle de la commande robuste
des systémes scalaires présentants des incertitudes parameétriques (loannou 1986, loan-
nou & Sun 1996).

Remarque 8.2 (Décentralité du design) — Cette approche, justifiable dans le cadre
de la commande des systemes a grande échelle, parait inappropriée pour des systéemes
de faible dimension, en l'occurrence les systémes 2 x 2 considérés ici (figure 8.1).
On impose une décentralité, non indispensable, a la procédure de design, qui élimine
systématiquement toutes les méthodes (de design) centralisées. Ces derniéres peuvent,
dans certains cas et sous certaines conditions (Benaskeur & Desbiens 1999a,b,c.d,e), four-
nir des loi de commande, dont la réalisation ne nécessite aucun échange d’information
entre les régulateurs.

O

Dans un contexte non adaptatif, la mauvaise identifiabilité des systéemes couplés,
causée principalement par leur complexité, explique, en partie, le manque de résultats
constaté. C’est pourquoi, I’approche adaptative présente, pour ces systéemes, une solu-
tion particuliérement attrayante. Avec une telle méthode, les interactions, mal connues,

sont automatiquement prises en compte.



166

u, G,
Y:

G,

G,
Y,

u, G,

Fi1G. 8.1: Procédé a deux entrées et deux sorties

8.2 Commande adaptative décentralisée

Les premiéres solutions, proposées (Borisson 1979, Koivo 1980) pour répondre aux
problemes de la commande adaptative des systémes couplés, furent des tentatives
d’extensions quasi directes des méthodes monovariables. Depuis, plusieurs études ont
montré que cette extension (directe) est loin d’étre simple. Ceci s’explique surtout par
les difficultés que posent la généralisation, au cas multivariable, de certains concepts

de base de la commande monovariable.

Jusqu’a trés récemment, les méthodes proposées pour résoudre le probléeme de
la commande adaptative décentralisée des systémes couplés, se basaient toutes (ou
presque) sur le principe de 1'équivalence certaine. Les approches développées dans cette
direction s’inspiraient, principalement et directement, de la commande adaptative sca-

laire.

Il a été, cependant, montré que la présence des erreurs de modélisation (mauvaise
structure et/ou incertitudes sur les parameétres), ou méme de faibles perturbations,
peut rendre instable la plupart des structures adaptatives ”classiques” (Egardt 1979,
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loannou & Kokotovic 1983, 1984). Etant donné que dans un environnement décentralisé,
les effets des autres boucles sont percus comme des perturbations, I’application directe
des techniques adaptatives centralisées ne garantit, en aucun cas, le bon fonctionne-
ment d’une structure décentralisée les utilisant. Dans de telles situations, certaines
précautions sont a prendre et des techniques plus élaborées sont a considérer.

Trois approches se distinguent?®, grosso modo, pour surmonter ce probléme de la
stabilité : la commande a gain fort, la commande adaptative robuste et la commande
par backstepping. Les solutions proposées seront présentées, par ordre chronologique
de leur apparition. Les deux premiéres méthodes seront présentées a titre indicatif et
ne seront pas considérées par la suite. Seule 'approche basée sur le backstepping sera
utilisée pour I’élaboration d’'une méthode de design (chapitres 9 a 11).

8.3 Commande a gain fort

Les techniques, utilisant une commande a gain fort (high gain feedback control),
issues de la commande robuste (non adaptative) des systémes scalaires, ont été les
premieres a étre appliquées aux problémes de la commande décentralisée. Cette ap-
proche consiste a utiliser une commande, dont le gain est suffisamment élevé, afin
de réduire celui de la fonction de sensibilité. Malheureusement, la forte sensibilité au
bruit (2 cause du gain élevé), la difficulté a prouver la stabilité, ainsi que la nécessité
de connaitre, comme dans le cas scalaire, une borne supérieure sur les perturbations
et/ou les incertitudes du modéele, le degré relatif et le gain en hautes fréquences du
procédé, constituent des handicaps majeurs a ’application de ces méthodes. Diverses
lois d’adaptation ont été utilisées, pour le parametre du gain, dans le seul but de s’af-

franchir de ces connaissances a priori ; mais sans grands succes.

Dans cette direction, la stabilité a été prouvée par Byrnes & lIsidori (1984), mais
uniquement pour les systémes dont le degré relatif est égal a un. Khalil & Saberi (1987)
ont réussi, a prouver la stabilité pour des systéemes de degré relatif plus élevé, en uti-
lisant une adaptation par pallier (2 des instants discrets) du parameétre du gain. La

3Dans le contexte algébrique continu.
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solution rapportée par Wei et al. (1996), s’applique également aux systémes de degré
relatif arbitraire, mais avec de fortes restrictions sur les termes d’interconnexions, qui

sont traités comme des perturbations.

Des lois de commande plus élaborées, souvent du style MRAC (Parks 1966, But-
ler 1992, Astrom & Wittenmark 1995, loannou & Sun 1996), ont été proposées afin de
pallier aux limitations des méthodes a gain fort. Dans cette approche le probleme de
la commande adaptative décentralisée est tout simplement réduit a celui d'une com-
mande adaptative scalaire. Les interactions, souvent mal connues, y jouent le réle des
perturbations, qui affectent les modéles nominaux des sous-systémes qui composent
le procédé. Certaines propriétés de la commande adaptative limitent, cependant, son

utilisation directe dans ce contexte.

En effet, telle qu’elle a été définie jusqu’ici, la commande adaptative (section 2.4)
ne tient pas compte de certains aspects pratiques? de son application aux procédés. Les
modéles de ces derniers sont considérés parfaits, i.e. pas d’incertitudes dans la structure,
et le procédé n’est soumis a aucune perturbation externe. Dans la pratique, certaines
précautions sont a prendre afin de s’assurer du bon fonctionnement de la boucle. Cela
explique le nombre important de travaux qui ont été effectués, dans le seul but de
formuler et analyser la commande adaptative des procédés, en présence d’incertitudes.
Cela a donné naissance a une nouvelle discipline, communément appelée commande
adaptative robuste (loannou & Tsakalis 19865, loannou & Sun 1988, 1996).

Vu son importance pour la commande adaptative décentralisée, quelques aspects

théoriques de la commande adaptative robuste sont donnés dans I’annexe A.

8.4 Commande adaptative robuste

Une loi de commande adaptative est dite robuste, si elle est dotée d’une loi de mise
a jour des parameétres qui, méme en présence d’incertitudes, permet de conserver la

stabilité de 'ensemble. Ces incertitudes peuvent étre dues aussi bien aux perturbations

4Sauf dans le cas l'utilisation d’amortissements non linéaires.
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externes qu’aux dynamiques ignorées du procédé. De ce fait, les algorithmes d’identi-
fication classiques, du type gradient, Lyapunov et moindres carrés, largement utilisés
en commande adaptative, doivent subir certaines modifications, afin d’améliorer leur

robustesse et étre en mesure de contrecarrer la présence des incertitudes.

Application 3 la commande décentralisée

La robustesse apportée par les modifications® rend la commande adaptative robuste
extrémement intéressante pour la commande des systémes couplés, ou la stabilité souf-
frait de 'omniprésence des incertitudes (dynamiques ignorées, couplages mal connus,
perturbations externes). Toutefois, I’application de ces méthodes aux systémes adapta-
tifs distribués s’est trouvée confrontée aux méme restrictions que dans le cas scalaire.
Ces dernieres portent principalement sur le degré relatif des différents sous-systémes
et/ou la structure des interactions, qui constituent la principale source d’incertitudes
pour les systémes a grande échelle. Dans certains cas, c’est la centralité qui a été sa-

crifiée, afin de garantir la stabilité.

La commande décentralisée par MRAC constitue I’essentiel des solutions proposées
dans ce contexte. La différence réside, souvent, uniquement dans le type d’adaptation
utilisée. L’idée consiste a contréler chaque sous-systéme par un régulateur MRAC local,
utilisant une loi d’adaptation robuste. Ce probleme a été adressé par loannou et al., qui
considerent le cas des systemes connectés, en présence de perturbations bornées et de
non-linéarités. Les sous-systemes commandés sont de degré relatif inférieur ou égal a 2.
Dans (loannou & Kokotovic 1985), toujours par une approche MRAC, ils utilisent un
terme o fixe, comme robustification. Ce dernier est remplacé dans (loannou 1986) par
le "switching-0”, dont on connait la supériorité (Voir I’annexe A). Avec cette derniere
robustification, les ensembles résiduels pour les erreurs de poursuite et d’identification
dépendent directement de I’amplitude des perturbations locales et de |'intensité des
interactions. Par conséquent, si ces derniéres sont nulles, les ensembles résiduels le se-
ront également. Ce résultat est obtenu moyennant une certaine borne supérieure Afp,

imposée au vecteur des parametres désirés et une borne sur les interactions entre les

SVoir ’annexe A.
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sous-systemes, qui sont exigées par la robustification. La limitation du degré relatif

admissible est essentiellement due a la loi d’adaptation, du type Lyapunov, utilisée.

Cette méme limitation se retrouve dans (Gavel & Siljak 1989). Toujours avec une
structure MRAC, une solution qui garantit la stabilité globale, est proposée. Cer-
taines conditions structurelles sont, toutefois, imposées aux fonctions d’interaction (non
modélisées). Ce résultat est obtenu sous I'hypothése que les interactions et la commande
locale se trouvent dans la méme équation (matching condition). Dans le cas d’une com-
mande par retour de sorties®, les régulateurs proposés s’appliquent uniquement aux
systémes de degré relatif p; égal a un. L’idée consiste a assurer la stabilité en utilisant
un gain fort pour contrecarrer I'effet des interactions et forcer les sous-systémes locaux
a suivre leurs modeles de référence respectifs. L’inconvénient avec cette méthode, outre
la sensibilité au bruit, réside dans I’hypothése que les incertitudes se situent unique-
ment au niveau des interconnexions. Les sous-systémes locaux sont supposés connus
avec exactitude. L'efficacité de cette méthode dépend, donc, de la validité de cette hy-

potheése.

La généralisation de la méthode du terme o aux systémes de degré relatif supérieur
a 2 nécessite une normalisation. Celle-ci permet, dans un contexte décentralisé, de
s’assurer que les interactions non modélisées affectent la loi d’adaptation comme des
perturbations bornées. Malheureusement, une telle normalisation n’est possible que s'il
y a un échange d’information entre les sous-systemes. Cette solution a été adoptée par
Datta & loannou (1991, 1992), avec le switching-c comme modification, pour contrdler
des procédés de degré relatif arbitraire (mais connu). Chaque loi d’adaptation locale
utilise un signal de normalisation y;, généré par la commande locale et les sorties de

tous les sous-systémes.

N
. 1
fti = —0o, i + uf + ﬁzyf +q;
J=1
avec g; > 0 et p;(0) = g?/do,. La loi d’adaptation utilisée est du type gradient robustifié
9 = M - 7asé

Hi

SNécessite l'estimation des états.



171

Reste a noter que la structure obtenue n’est que partiellement décentralisée. Une
version modifiée, et qui utilise une projection des paramétres comme robustification
supplémentaire, est proposée dans (Datta 1993). L’idée consiste a utiliser une possible
connaissance des gains en hautes fréquences des sous-systemes pour l'amélioration du
régime transitoire. Cette commande, comme la précédente, n’est que partiellement
décentralisée. On retrouve cette perte de décentralité également dans (Hill et al. 1988),
ol cette fois, la robustesse a été obtenue grice l'introduction d’une zone morte dans
les estimateurs locaux. Comme la normalisation, I'implémentation de la zone morte

requiert un échange d’information entre les contréleurs.

Limitations

L’origine des limitations de cette approche n’est pas la robustification, mais plutét
le principe de I’équivalence certaine, sur lequel se base la méthode MRAC. Bien que la ro-
bustification apporte une amélioration substantielle, les critiques, portées précédemment
(chapitre 2) a toutes les méthodes qui se basent sur l'équivalence certaine, restent
valables. Quand MRAC est combiné a des lois de commande du type Lyapunov, le
probléme du degré relatif vient restreindre ’applicabilité des méthodes. C’est pour-
quoi, récemment, les recherches se sont orientées vers I'utilisation du backstepping et
ses différentes variantes (Kanellakopoulos et al. 1991, Krsti¢ et al. 1992, Kanellakopoulos
et al. 1993, Krsti¢ et al. 1994, Krsti¢ & Kokotovi¢ 1994, Krsti¢ et al. 1995, Krsti¢ & Ko-
kotovi¢ 1995, 1996), dans le but de surmonter ces limitations. Cette approche permet,
tout en évitant les inconvénients de l’équivalence certaine, de proposer des méthodes

pour des systemes de degré relatif arbitraire.

8.5 Backstepping

La commande adaptative des systémes couplés, se basant sur la technique du backs-
tepping, commence a susciter beaucoup d’intérét ces derniéres années. Les recherches
dans cette direction ont été motivées par les performances obtenues par cette méthode,
dans le domaine de la commande des systemes monovariables. Certains résultats com-
mencent déja & démontrer la supériorité de cette approche dans de nombreux cas, que
ce soit en commande multivariable (Ling & Tao 1997) ou décentralisée (Wen 1994, Jain
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& Khorrami 1995, 1997a,b, Wen & Soh 1997).

Jain & Khorrami (1995) et Wen (1994) utilisent le backstepping, sans majeures mo-
difications, pour la conception d’un régulateur adaptatif direct décentralisé, pour des
systéemes de degré relatif arbitraire. Ces deux méthodes se contentent, dans un environ-
nement décentralisé, de la robustesse propre au backstepping pour établir des conditions
suffisantes de stabilité. Il faut toutefois rappeler que leurs résultats ont été obtenus au
prix d’une sévére contrainte sur les interactions qui existent entre les différents sous-
systemes. En présence de perturbations paramétriques, les deux solutions garantissent
des erreurs de poursuite nulles. Cependant, dans les deux cas, I’effet des perturbations
externes n’est pas pris en compte dans le design. Afin d’alléger les contraintes imposées
aux sous-systémes, sans perdre la stabilité, Wen & Soh (1997) combinent le backstepping
avec une loi d’adaptation utilisant la projection des parameétres et une normalisation
locale. Cela a pour avantage d’éviter le phénomeéne de la dérive des parametres (para-
meter drift), tout en profitant des qualités de stabilité que garantit la commande par
Lyapunov. Le probleme majeur avec cette méthode réside dans I'incompatibilité de la
nature récursive du backstepping avec la projection et la non bornétude des effets des
dynamiques ignorées, a cause de I’aspect local de la normalisation utilisée. Le probléme
de la projection n’a été soulevé et résolu que beaucoup plus tard par lkhouane & Krstic
(1998a), dans le cas monovariable, alors que la normalisation pourrait étre remplacée

par un amortissement non linéaire, dont le role est trés similaire.

Dans toutes les solutions rapportées ici, les fonctions de couplage sont traitées
comme des perturbations qui affectent les modéles nominaux des sous-systémes. Les
modeles considérés y sont tous linéaires. Seules les interactions peuvent étre non linéaires.
Ceci est sans intérét, étant donné qu’elles sont considérées comme des perturbations,
et utilisées sans modéle précis. Dans (Wen 1994), comme dans beaucoup d’autres so-
lutions moins intéressantes, ces non-linéarités doivent étre limitées par une droite.

La commande adaptative décentralisée des systemes non linéaires par le backs-
tepping a été adressée pour la premiere fois par Jain & Khorrami (1997a,b). Dans
(Jain & Khorrami 19973) c’est une commande décentralisée par retour d’état qui est
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présentée, alors qu’une variante a retour de sortie est proposée dans (Jain & Khorrami
1997b). L’élément clé dans ces deux solutions réside dans I'utilisation d’'un nouveau
type d’amortissements non linéaires, afin de contrer la présence des interactions. Ces
derniéres, bien qu’encore une fois traitées comme des perturbations, sont étendues au
cas ou elles sont d’amplitude inconnue et bornée par un polynéme d’ordre p. Elles
doivent, cependant, étre fonction uniquement des sorties des sous-systémes, ce qui ne
reflete guere la réalité. Dans la pratique, le couplage par les entrées est le plus souvent
rencontré. Ceci s’explique par la facilité "relative” d’identification et d’analyse d’une
telle configuration. Les parameétres inconnus doivent tous se trouver au niveau des in-

teractions, ce qui suppose que les modeéles des sous-systémes sont connus.

Dans les solutions de Jain & Khorrami (1997a,b), le seul but de I’adaptation est
donc de compenser 1'effet instabilisant des interactions inconnues. Ce qui ne peut avoir
de l'intérét que pour les systémes a grande échelle. En plus, le design n’est pas ef-
fectué directement sur la représentation du systeme, mais plutot sur une transformée
de celle-ci. La transformation utilisée, qui n’est pas toujours facile a trouver, doit étre
décentralisée (diagonale par bloc) afin de préserver la décentralité de la représentation
d’état du systeme. Les solutions proposées ont, au moins, le mérite d’adresser, pour la

premiere fois, le probléeme des perturbations externes (non mesurables).

8.6 Conclusion

Qu’elle soit basée sur des méthodes de design conventionnelles ou de nouvelles
méthodes, telles que le backstepping, la commande adaptative décentralisée n’est qu'une
extension robuste des méthodes monovariables. La robustesse inhérente au contréleur,
quand il en a, ne suffit pas & contrecarrer la présence du couplage, qui agit comme
une perturbation non bornée sur les lois d’adaptation. Ces derniéres doivent, dans un
environnement décentralisé, subir certaines robustifications, afin d’étre en mesure de
préserver l'intégrité de la boucle de contrdle. On parle, dans ce cas, de lois d’adaptation

robustes.

Une nouvelle approche de design pour la commande décentralisée des systémes
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couplés, basée principalement sur la technique du backstepping, est présentée dans les
chapitres 9 a 11. La méthode de I'erreur modifiée s’applique aussi bien aux systémes
linéaires que non linéaires, en commande a retour d’état ou a retour de sortie et, sous

certaines conditions, dans le contexte adaptatif.



Chapitre 9

Méthode de 'erreur modifiée

La commande décentralisée présente, pour beaucoup de procédés et dans beaucoup
de situations, une solution plus intéressante que la commande multivariable. Toute-
fois, toutes les méthodes, proposées jusqu’ici dans la littérature, abordent le probléme
de la commande décentralisée dans le cadre des systéemes a grande échelle. Dans un
tel contexte, les interactions sont négligées et traitées comme des perturbations qui af-
fectent un modéle nominal du procédé. Malheureusement, les interactions sont, souvent,
d’une importance capitale. Leur dynamique impose celle du systéme global. Négliger
le couplage peut poser d’énormes problémes, notamment de stabilité.

La notion de décentralité fait référence a la facon dont est réalisé un contréleur et
non a la méthode utilisée pour sa conception. Pourquoi devrait-on, dans ce cas, se priver
de la puissance d'une méthode centralisée, aussi efficace que le backstepping, si on est en
mesure d’en obtenir des controleurs dont la réalisation soit complétement décentralisée ?
Partant de ces constatations, nous nous sommes intéressés a la procédure récursive du
backstepping (chapitres 3 et 4) , afin d'y apporter certaines modifications. Ces derniéres
nous ont permis, sous certaines conditions, d’obtenir une réalisation décentralisée du
controleur multivariable originel. L’avantage majeur avec cette approche réside dans
la prise en compte des fonctions de couplage, comme telles dans le design, et non plus
comme des perturbations. La méthode de I'erreur modifiée que nous présentons en détail
dans ce chapitre et les chapitres 10 et 11, s'inscrit dans cet esprit et vient confirmer le
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bien fondé de cette approche.

Ce chapitre présente la version de base de la méthode de |'erreur modifiée. L’approche
récursive du backstepping est d’abord utilisée, dans la section 9.1, pour la conception
d’un régulateur multivariable. Par la suite, dans la section 9.3, ’algorithme de base
est modifié, tel que suggéré dans (Benaskeur & Desbiens 1999c¢), afin de rendre possible
I'obtention d’une structure de commande décentralisée. Le procédé considéré est du
type linéaire a deux entrées et deux sorties (figure 8.1). Une extension de la méthode

aux cas non linéaires, ainsi qu’adaptatifs, est donnée dans la section 9.5.

La matrice de transfert du procédé linéaire a commander est donnée par

/) G, G, uy
= (9.1)
Y2 Gs G2| |u

Les fonctions G,(s) sont définies’ par

Gi(s) = Bj(s) _ s™+bj, _s™ 4o+ b
7 - AJ‘(S) - s"+a,~n_,s"‘1 +---+aj,

Chacune de ces fonctions G;(s) est réécrite sous la représentation d’état minimale

controlable suivante

ijl =1 (92)
ijz = Ij3 (93)
T = i (9.4)
j:j" = =@y L5, — 85 Tj, — *** — Qjn-1Tj, + vj (95)

Sous forme matricielle, ces équations s’écrivent

ij = Aj::j + BJ"UJ'

1Pour simplifier les calculs, les quatre fonctions de transfert sont prises du méme ordre. Le passage
au cas général, i.e. ordres différents, est direct et ne nécessite aucun traitement supplémentaire.
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[ 0 1 0
0 0 1
A;= :
0 0
| =85, —aj
et

T;= [zi

Les commandes filtrées v; sont définies par

|

9.1 Design récursif

Bj(s)u,-..g

1

—ajn ]
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[Ol(n—l)xl

1

T
IJ‘“]
sij=1,2,
sij=3,4.

L’objectif principal du design est de faire suivre la sortie y; a la trajectoire de

référence définie par y,,, pour se rendre a la consigne r,. La stabilité est un autre
facteur important, dont il faut tenir compte tout au long de la procédure de design.

Cette derniere comporte n étapes, dont seules les deux premiéres seront abordées avec

détails. Le développement sera effectué sur le premier sous-systéme. Le passage au

deuxiéme est direct et seuls les résultats finals seront donnés. L’équation de la premiere

sortie est donnée par

avec

A,
A=
(0] n

[ 0]

[0] 1

C =

= C’z

= Az + Bv

(9.6)
(9.7)
Bl [O]nxl
[O]nxl B" ,
[0] nxl
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z=[z] zI]" e v=[un va]”
Etape 1 — Selon I'algorithme du backstepping, la premiere erreur se définit par

EL=U1—Yn

L’idée de I’approche de I’erreur modifiée consiste a remplacer cette derniére par

611 =N —Yn +X1
=.'£11 +.’l’4l - yrl + Xl

ou la composante x,; reste a déterminer. Afin de garantir une erreur de poursuite

(yr, — ¥1) nulle quand ¢,, — 0, la condition
lim x; =0 (9.8)
est imposée au choix de x;. La premiére fonction de Lyapunov est alors donnée par
Y, =
dont la dérivée vaut, le long de 1’équation (9.2),
Vi, =¢ 1,1,
=€, [-'i:l; +Z4 —Yr, + 5(1]
= ¢y, [1'1, +Z4 —Yr, + )'(1} (9.9)

Afin de rendre cette derniére négative, z,, + T4, peut étre choisi comme premiere

commande virtuelle, et sa valeur désirée serait alors

a
2 p—-4
(z1, + 24, }a = ay,

= —kiey, + 9 — X1
ou k; est un parametre de design positif. Avec ce choix, la dérivée (9.9) devient
vll = —klEfl <0

Ce qui garantit la stabilité du sous-systéeme (9.2).
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Remarque 9.1 (Paramétres de design) — Dans toute cette partie de la thése, les
parametres de design sont pris égaux pour les deux sous-systémes. Ce choix n’affecte
en rien la procédure de design, et permet uniquement de simplifier les notations.

O

Etape 2 — La partie (9.2)—(9.3) du sous-systéme est, & présent, considérée. On aug-

mente la fonction de Lyapunov précédente d’un nouveau terme d’erreur, ce qui donne
1 1

Vi, = §6¥‘ + *2-€¥2 (9.10)

ou la seconde l'erreur €,, est définie par

Slg = zlz +z4g - alx
=1I, +I42 + klsll - '!]n + X.l
= (S+k1)5‘11

La dérivée de la fonction (9.10), le long des trajectoires possibles du sous-systéeme

(9.2)—(9.3) considéré, est alors donnée par
1')12 = —k‘lei + €, [El. + 6312]
= —klE%l + €1, [(1 - k%)&]l + k1512 + Ty + Ty — Yr, + xl] (9.11)

Choisir z1, + T4, comme deuxiéme commande virtuelle et sélectionner sa valeur désirée

qui rend (9.11) définie négative, donne

(1’.13 + Ill;)d = ),

= (k% - l)elx - (kl + k2)slz + fjﬂ - X1
ou k3 > 0. Ceci permet d’obtenir
f&, = -klet - kgefa < 0

dont la négativité assure la stabilité de (9.2)—(9.3).



Etape i — La **™¢ variable d’erreur est définie par

€1, = Ty, + 2y —ap

= sl — K| €1,
£ 'ﬂ—l(s)sll
ou les matrices de parametres K; sont définies par
-k, 1 0 0 ]
-1 —k; 1 0 :
K; 0 0
: -1 —kjo; 1
L 0 0 -+ ~1 ~kj]
et
SIJ' - KJ‘ = .7'-1(3)
J
& Z ijsk
k=0
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Les coefficients g;,, qui déterminent la dynamique désirée en boucle fermée, sont cal-

culés de la maniére récursive suivante

Q5 = Kj0G-1)e + 0G-2) + 0G-1)u-y

avec k=0,---,7, et
Qz,=1
0z, =0 si z<y, y<1 ou z<0

La nouvelle fonction de Lyapunov est alors donnée par

(9.12)

(9.13)
(9.14)
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et sa dérivée s’écrit

i—-1
vl.- = - ij&i + £y, [51.—_, + éli]

Jj=1
i—-1
— 2 -
= E :kiel,- + &y, [51(-1 + Ty T2 — al-‘-x]
Jj=1

Afin de la rendre négative, z; , + z4,,, est choisi comme #**™¢ commande virtuelle. Sa

valeur désirée est donnée par

(Trip) + Lo )d = o
= dli-l — €Ly kieli
Avec un tel choix, la stabilité du sous-systéeme (9.2)-(9.4) est garantie, puisque la

dérivée se réduit a

1')1.. = —Ekj&'fj < 0
Jj=1

Etape n — La derniére erreur est donnée par

Elpn = I, + T4, ~Q1,_,

n

et la fonction de Lyapunov associée est
W, =+ ok 9.15
=5 e, (9-15)
J=l1
Sa dérivée le long des trajectoires possibles du sous-systéme (9.2)-(9.5) est

n-1 r
. 2 .
vln == § :kjsl,' + Elu Elu-l +81n]
i=1 -

n-—1
2 . . .
= - E kjElj + €1, |€1a-, + T1, + T4, -a;n_,]
J=1 -

n—1 - n—1
Z 2 Z j : ;
= - kJ‘Elj + €1, |1 + ( ax’.s’):z:h +E t Ty, — aln—l]
=1 - j=0
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A présent, un choix judicieux de la commande filtrée v, permet de rendre la dérivée de

(9.15) négative. Un choix évident est donné par

n-—1

vy = ( E aljs-’)xh - .‘l.?4“ +d1n_, — Elp-y — k,.sln
—0

Avec une telle commande, la dérivée s’écrit
n
Vl,, = -ijE%,. < 0
j=1

assurant, ainsi, la stabilité du sous-systéme (9.2)—(9.5). Dans |'espace d’état originel

(des z;), la commande v; prend la forme

n-1
v=3 a5z, = o+ F G —x) + [ - F@)|w (016)

=0
ou, pour alléger I’écriture, on note F le dernier filtre F,. La vraie commande u, est
alors donnée par
(51

B (s)

1 n—1 ) _
=5 [Z ay,;s'ry, — s"zq + F(s)(yr, — x1) + s"y1 — f(s)yl] (9.17)
) R

uy =

Et de la méme facon,
U2

Bs(s)

1[&<
- B [Z az; 87Ty, — "3, + F(s)(yr, — x2) + s"y2 — f(s)yz] (9.18)

2=

7=0

Différentes structures de commande sont rendues possibles, par des choix adéquats
des termes x); et x2. Ces derniers permettent, sans changements majeurs, de passer
d’une structure multivariable & une structure décentralisée, et d’une commande par

retour d’état & une commande par retour de sortie.
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9.2 Commande multivariable

Le cas multivariable correspond i la version non modifiée du backstepping, ou ’er-
reur régulée est l'erreur de poursuite elle-méme. Ceci revient a choisir x; et x; tels

que
X1=x2=0

Avec un tel choix, I’expression de la commande v; se réduit a

n—1
v = Za’ljsjzll = 8"z, + F(s)yr, + s"y1 — F(s)ui
=0

que 'on peut écrire, en introduisant ’équation de Gy(s),

7=0

n-1 n-l
woru= [ oo+ [ T oyt 2 + F6) 0 -
j=0

et de la méme facon, on obtient pour le deuxiéme sous-systéme,

n-1

n-1
Vs +v3 = [s“ + Zagjs’] Iy, + [s" + Eaa,-sj]l's, + F(s)(yr, — y2)
j=0

j=0
Ce qui donne pour les vraies commandes u, et u;

Bi(s)ur + By(s)ua = AL(s)x1, + As(s)zs, + F(s)(yr, — 11)
Bs(s)uy + Ba(s)uz = Az(s)x2, + As(s)z3, + F(s)(yr, — v2)

Ces équations montrent clairement I’aspect multivariable du contréleur obtenu.

Conditions de stabilité

La fonction de Lyapunov (9.15) assure la convergence vers zéro de toutes les variables
d’erreur £1;. Sous I'action du contréleur multivariable obtenu, cette propriété garantit
la stabilité entrée/sortie du systéme en boucle fermée, indépendamment de la structure

du procédé. En effet, les équations du systéme en boucle fermée sont données par

F(s)(yr, —0n1) =0 (9.19)
F(s)(yr. —y2) =0 (9.20)
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ou F est un polynéme hurwitzien?. La fonction de Lyapunov, telle qu’elle est définie,
ne donne cependant aucune indication quant a la stabilité interne (entrée/état). Afin

d’analyser cette derniére, I’équation (9.19) est réécrite sous la forme

F(s)z1, = F(s)yr, — F(s)z4,

= F(s)ym, - F(s) G‘?;

et, de la méme fagon,

Gs(s)

Gi(s) "

Ces équations donnent, apres la disparition de |'effet des conditions initiales,

_ Gs(s)
[1 - Ql(s)] Ty, =Y, — myr,

[1 _ Q,(s)] T3, = Yoy — gj_g;yn

F(s)z2, = F(s)yr, — F(S) 57

Avec

G3(s)G4(s)

G1(s)Ga(s)

Remarque 9.2 (Quotient d'interaction) — La fonction Q/(s) est connue sous le nom
de quotient d’interaction (Rijnsdorp 1965). C’est une mesure quantitative du niveau

Qu(s) =

d’interaction entre les différents sous-systémes, a I'intérieur d’un procédé couplé.
O

Une condition suffisante, pour garantir la stabilité interne de la boucle, est donnée par

le théoréme du petit gain (Desoer & Vidyasagar 1974).

Théoreme 9.1 (Petit gain)
On considére le systeme donné par la figure 9.1. On suppose H,, H, : L, — L.; z1,

zo € L,. S'il existe des constantes c¢;, ¢z 2> 0, et b, by, telles que

[[(H1z1)el] € erllziel] + &a
[(Hz22)e]| £ callzaell + b2

2Ses racines sont a partie réelle négative.
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Y1

F1G. 9.1: Systemes connectés

Vt € RY, et si

ciep <1
alors
"Z ” < ”u““ + C2”u2t” + bz + blc2
el = 1- C1C2
”Z ” < ”?.tzg” -+ cliluull + b1 + b261
2l = 1- C1Co

Vvt > 0. Si, en plus, ||uy]|, [Juz]l < oo, alors z;, 29, ¥; et y, ont tous une norme finie et

llwrl] + caflua]l + b2 + bicz

z <
2]l < e
llz2ll < luzll + ciffuilf + by + bacy
- 1-— C1Co

D’aprés ce théoréme, sous I’'action du contrdleur multivariable obtenu, tous les si-

gnaux a l'intérieur de la boucle sont bornés, si Q;(s) est stable et vérifie la condition

[Qi(s)]|, <1

Ce résultat a été obtenu, en posant : 23 = I,,, 22 = T3, U1 = Yr,, U2 = Yr,, H} =
G3(s)/G,(s) et Hy = G4(s)/G2(s). Pour garantir la stabilité de Q,(s), deux conditions
sont imposées aux équations en boucle ouverte du procédé.
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Condition 1 — Les fonctions de transfert G,(s) et G,(s) sont a phase minimale, i.e.

B;(s) and Bz(s) sont des polynémes de Hurwitz.

Condition 2 — G3(s) et G4(s) sont des fonctions de transfert stables, avec le nombre
d’intégrateurs dans G3(s) inférieur ou égal & G(s), et dans G4(s) inférieur ou égal a
GI(S).

Performances

A cause des termes introduits dans la version modifiée, I’erreur régulée £;, ne
représente pas la vraie erreur de poursuite (ou de régulation si y,, = 0). Elle lui est
cependant égale au terme x; prées. En effet, I’erreur de poursuite réelle e; est donnée

par

&1 =% —Yn,

=&, — X1

La convergence vers zéro de ¢,, est garantie par le backstepping et sa fonction de
Lyapunov indépendamment de la valeur de x,. En régime permanent, le comportement
de e; dépend alors uniquement de celui de x;

lim e; = lim x;

t— 00 t—oc
Etant donné que, dans le cas multivariable, x; est nul, I’erreur de poursuite ’est

également.

Remarque 9.3 (Dépendance) — La présence du terme s"zy,, qui invoque explicite-
ment la commande uj, dans I’expression (9.17) de u;, rend les deux contréleurs u; et
u, interdépendants. Une dépendance similaire est engendrée par la présence du terme
s"z3, dans I'expression (9.18) de u,. Dans ce qui suit, les termes x; et x2 sont choisis

non nuls, afin de briser cette dépendance.
O
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9.3 Décentralisation

Un choix approprié du terme x; permet d’éliminer le couplage entre les deux
contréleurs (9.17) et (9.18). En effet, un contréleur décentralisé a retour d’état peut
étre obtenu, si v; est réécrite, comme il est suggéré dans (Benaskeur & Desbiens 1999¢),

sous la forme

n—1
vy = F(s)yr, + [sﬂ + Zalisj - ]-'(s)]z:;l — F(s}(x1 + z4,)
7=0
n—1 }
= F(s)yr, — Co¥1 + QoY1 + [s" +> a8 - -7"(8)]:!:1x = F(s)(x1 + zay)
j=0
n—1
= F(s)yr, — Coy1 + [S“ + Zaljsj - F(s)+ 90]1'11 —F(s) [Xl - (M- 1)1?41]
j=0

ou le filtre a gain unitaire M(s) est défini par

M(s) = -;%
- &0
S+ Op 15"+ .-+ gy

Si x) est choisi tel que

X1 = [M(s) - 1] T4,

s+ On_15" '+ ---+ o8
S+ gp_1S"t 4+ -+ o185+ 09

4

la commande u, sera donnée par

~ Bi(s)
1
~ B

u

n-1

[.7-'(s)yrl — ooy1 + (s" +) a8 - F(s)+ go)rl,]

=0

n—1
1
= B [f(-s‘)yn - oY1 + a1,Ty, + Z(al,- - Qj)xl)._ﬂ] (9.21)

j=1
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De la méme fagon, le design pour le deuxiéme sous-systeme donne
U2

32(3)

=5 [Jf(s)yr2 QY2 + (3 +§“2 s-F (s)+go)le]

Jj=

Ug =

n—-1
=5 [}' (8)ur, — Gov2 + G272, + (a2, — 9;)952,“] (9.22)
=1

Chacun de ces controleurs dépend uniquement de I'information qui lui est disponible

localement, ce qui assure une décentralité compléete.

Conditions de stabilité

Si les contréleurs (9.21) et (9.22) sont appliqués a I’équation du procédé, la dyna-

mique, en boucle fermée du premier sous-systéme, sera donnée par
s"zy, = F(s)yy, — 001 + [go - F(s) + s"] Ty,
qui peut étre réécrite sous la forme
0 = F(s)yr, — 00z4, — F(s)x1,

Le méme développement, appliqué au deuxiéme sous-systéme, donne
Gs(s)

Il[ - yfl G ( )

Gi(s)

o = Ura Gi(s)

En utilisant le quotient d’interaction Q;, ces équations se mettent sous la forme

[1 - g(s)]:rl, =y, - g‘E?M( s)

[1 - g(S)] T2, =Yr, — gagng( s) yr

M() T2,

M(S) Zy,

ou

G(s) = M*(s)Qi(s)
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A partir du théoréme du petit gain®, tous les signaux a I'intérieur de la boucle sont

bornés, si G(s) est stable et vérifie

s, <1 (9.23)

Etant donné que M(s) est stable et de gain unitaire, si en plus il est choisi sans

résonance, on aura
M)l =1

A partir des conditions 1 et 2, le quotient Q;(s) est également stable. La condition

(9.23) se réduit, dans ce cas, 3

[Qi(s)]| <1 (9.24)

Ainsi, si (9.24) est vérifiée, le procédé peut étre stabilisé par les deux contréleurs locaux,

donnés par

__"
“= B
1 n-1 .
= _Bl(s) [f(s)yrl = ooy1 + (alo + ;(ali - Qi)s')xll] (925)
et
_ v
“ B9
1 n-1 _
= -—_32(5) [f(S)yrz — OoY2 + (azo + ‘Z:l:(azi - g,-)s’) ,1:21] (9.26)
Performances

La convergence vers zéro de la variable d’erreur ¢,, étant garantie par la fonction
de Lyapunov, la vraie erreur de poursuite pour le premier sous-systéme sera donnée, en

régime permanent, par

e[ = yl - yf‘x
= (1 - M)Iﬁ
= —-X1

3Voir énoncé a la page 184.
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Il est clair, a partir de la définition de x;, que si z,, est borné*, alors

lim y, = ¢l-lg.lo [(M - 1)1'4,J

t— oo

=0

puisque M(s) est de gain unitaire. Ainsi, si la condition de stabilité (9.24) est vérifiée,
la contrainte (9.8) imposée au terme x; sera respectée. Ceci donne pour l'erreur de

poursuite

lim e; = lim (y; — yr,)
t— 0o t—o0

=0

9.4 Application

Afin d’illustrer 'efficacité de la loi de commande proposée, cette derniére est ap-
pliquée au controle d’un simulateur phénomeénologique. Le procédé simulé représente
une unité de flottation composée de cellules de 8m? en série (Makni 1996, Desbiens et
al. 1998). La flottation est un procédé de séparation solide-solide, couramment utilisé
dans l'industrie minérale. Son objectif principal consiste a séparer le débit d’alimen-
tation (en minerai brut) en débit de concentré (minerai de valeur) et débit de rejet

(gangue). Au voisinage du point d’opération

(Uag» Uey) = (38.0, 33.0)
(Yeor Y1) = (27.51,6.85)

une représentation linéaire (Mailloux 1997) de la dynamique du procédé est donnée par

—.2149(1+.6706s) —.1697(1—.9537s)
_ (1+1.136s)(1+.003921s) (1+.8371s)7 w —u
e~ Y| _ @ 7 Uag (9-27)
Ye — Yo —.01692 —.05283 Ue = Ug
(1+1.2465)(1+.2644s) (I+1.111s)7

ou les sorties sont la teneur du concentré y. et la teneur du rejet y,, alors que u, et u,
sont les variables manipulées, qui représentent respectivement le débit d’air et le débit

4Ce qui a été prouvé dans la section précédente.
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du collecteur. Les essais consistent a observer le comportement global du systeme,
suite a des changements des consignes : teneur du concentré a t = 2 min et teneur du
rejet & t = 15 min. Ce procédé servira, tout au long de cette partie de la thése, pour
I'illustration des lois de commande développées.

Simulation

Les figures 9.2 (a) & (b) donnent les réponses du procédé aux deux changements de
consigne. On constate un bon comportement aussi bien en poursuite qu’'en régulation.
Le comportement des deux variables manipulées sont données par les figures 9.3 (a) &
(b), ou en régulation, celles-ci présentent des variations brusques, a cause de la fonction

dérivée présente dans les deux régulateurs.

0.5 Extensions

Sous certaines conditions, la méthode de I'erreur modifiée, développée jusqu’ici sur
un systéme linéaire 3 parameétres connus, s’étend facilement aux systémes non linéaires
et/ou a parametres inconnus. La version adaptative de la MEM est présentée dans la
section 9.5.1, alors que son extension aux systemes non linéaires est donnée dans la
section 9.5.2. Les deux extensions proposées se basent sur le backstepping de base, ainsi

que sa version adaptative (chapitre 4).

9.5.1 Approche adaptative

Si les parametres a;, du procédé ne sont pas connus, la commande adaptative
consiste a les remplacer par leurs estimés® a,,, dans toutes les expressions des com-
mandes obtenues dans les sections précédentes. La commande adaptative® est, dans ce

5Le méme développement s’applique aux parameétres az,.
60u, pour simplifier le raisonnement, on suppose les polynémes B;(s) connus
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cas, donnée par

T _

(s + Zg, )y,, + (nz—l(&h - g,-)s‘)zl, - go:rh] (9.28)

u =
i=0 i=0
n—-1 n—1
u% Bg(s) [(s + ;&S )yrz (;(&z - g_),-)si):z:g1 - 901'3;] (9.29)

Avec (9.28) comme commande, la dérivée de la fonction de Lyapunov (9.15) s’écrit

n-1

= —Zkl El +€1,,Za1.s I,

i=1 t~0

—Zkl El. + €1, Zal‘zllﬂ

1=0

ou les erreurs d’identification sont données par

a;, = a —ay,

Remarque 9.4 (Signe) — La présence des termes inconnus a;, rend la dérivée de la
fonction de Lyapunov de signe indéfini. Dans un tel cas, la stabilité du systéme ne peut
étre garantie.

O

Afin de surmonter ce handicap, une nouvelle fonction de Lyapunov est introduite

V:n = Esl. +—Za1‘

La dérivée de V'n, le long des trajectoires du systéme, est donnée par

V,', = —Zkl El +51" Zal.:r;,H + - Zal_al_

i=1 i=0 Q=
n-—l
SO LR SLNCHSENE
l—O

Afin de la rendre définie négative, les lois de mise a jour des estimés a;, peuvent étre

choisies telles que

&, = @y, = -1, 61, (9.30)



ou
&L = lIi-l - SKli-ll £€1;
= |I"1 - sKi,_, (Ih +z4 Y + Xl)
= lIi—l - sxl-’—xl("rlx - Yr, + .7'-(3)14‘)
avec

-1
F(s) = oo|sln — K1, |
2

S"+ s 4+ 09

La dérivée de la fonction de Lyapunov devient, avec ce choix,

n
Vi == ke?<o
i=1
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Remarque 9.5 (Convergence) La négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov
garantit la convergence vers zéro des erreurs €, et d,,. Toutefois, de par sa définition,
I'erreur modifiée ¢,, est différente de I'erreur de poursuite. La preuve et les conditions

de convergence de cette derniére doivent étre données séparement.

L’application de la commande (9.28) a [’équation du procédé donne
n-—1 n—1 )
"z, = (" + ) 0is)ur, + 3 (81, — @:)s'T1, — 2oz,
=0 1=0
que l'on peut réécrire

n—1 n-1
[S" + (o, - ﬁx.)si]xu =(s"+)_ eis")ur, — 04,

=0 =0

Si ’on définit les filtres

. 0o
) = e e S e+ T (0 — )
ﬁz(s) 20

T s" 4+ (Pn-1 —da,_, )" + -+ - + (00 — d2p)

a

(9.31)



196

I’équation (9.31) se met sous la forme

= #1605 ==

Avec les deux commandes (u!, u!) données par les équations (9.28) et (9.29), la dyna-

mique en boucle fermée du procédé s’écrit

ra, = f:((;)’ oy — Fa() S GE;
Ces équations peuvent étre réécrites sous la forme compacte
[1 - Qz(s)f:l(S)f'g(s)]zh = J;‘((:)) [ - Fi(s )G“Es; ] (9.32)
1= Q0 F(0) o) o2, = %ﬂ)’ 1 - A1 2| (9.33)

Condition de stabilité

A partir des équations en boucle fermée (9.32)-(9.33) et du théoréeme du petit gain,
tous les signaux a l'intérieur de la boucle sont bornés’, si

—- G3(s) et G4(s) sont stables,

~- G1(s) et G2(s) sont a phase minimale,

— Fi(s) et Fy(s) sont stables et vérifient

Qi(s)Fi(s)Fals)|f <1

o o]
Comme dans le cas non adaptatif (section 9.3), les deux premiéres conditions sont

imposées par la nature du procédé, alors que les deux derniéres doivent étre vérifiées.

Stabilité de F; et %,

Etant donné que F et Fy dépendent des erreurs d’estimation @, et az,, leur stabilité

doit étre prouvée. Pour ce faire, on considére le cas scalaire, ou

G3(s) =G4(s) =0 et xi =0

"Donc la stabilité interne est garantie
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Dans ce cas, le contréleur (9.28) donne comme dynamique en boucle fermée du premier

sous-systéme

La fonction de Lyapunov garantit, pour le cas monovariable, la stabilité de la boucle
fermée (G, (s), u!), si la loi d’adaptation est choisie telle donnée par 1’équation (9.30).
Cela prouve que le filtre F, est stable, et ce malgré la présence des erreurs d’identifi-

cation @;,. Le méme raisonnement s’applique a %5, G,(s) et u{

On a, d’autre part,

+ Ai(s) = Ai(s)
9o

Fii(s) = Fl(s)

oil A, (s) est le dénominateur de G, (s) et A;(s) son estimé. Ceci donne comme condition

de stabilité

1
LN FEr) I ‘
_r 1 Ai(s) — Ai(s) 1 Az(s) — Az(s)
T T e Fe) T w
il A4,(s) 1 Aa(s) ‘
=170 " e IF®  a (8:34)

Remarque 9.6 (Comparaison) — La condition de stabilité est identique, aux erreurs
d’identifications A,(s) et A;(s) prés, a celle obtenue dans le cas non adaptatif. Ces
erreurs étant garanties de converger vers zéro, leur effet sur la stabilité reste limité.
Toutefois, contrairement au cas non adaptatif, dans le cas adaptatif, la condition de
stabilité (9.34), se basant sur le quotient d’interaction et les polynomes A;(s) et A(s)
qui sont inconnus, ne peut étre testée a priori. Alléger ces conditions, voire s’en affran-
chir compléetement, constitue I’'un des axes majeurs de recherche que nous continuons
d’explorer avec beaucoup d’intérét. D’un point de vue qualitatif, tout comme pour
le cas non adaptatif, cette condition exige tout simplement que les branches directes
soient plus rapides que les branches croisées. Une autre différence, entre le cas adaptatif
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et non adaptatif, réside dans la nécessité d’implanter, pour le premier, les termes x;,
dont dépendent les lois d’adaptation.
O

Simulation

Le contréleur adaptatif obtenu est appliqué a la commande du procédé de flottation
donné par I'équation (9.27), ou les parameétres sont supposés inconnus. Les résultats
des simulations sont donnés par les figures 9.4 a3 9.8. On y constate que la stabilité de la
boucle, élément critique pour toute commande adaptative décentralisée, est préservée
en dépit de la présence des erreurs d’identification. Le contrdle assure un bon compor-
tement en poursuite, sauf qu'en régulation, une erreur statique persiste sur la sortie du
deuxiéme sous-systéme figure 9.4 (b). Ce probléme sera soulevé et résolu, dans la sec-
tion 11.3.2, par l'introduction d’une action intégrale dans les contréleurs décentralisés

obtenus.

9.5.2 Systemes non linéaires

La méthode, qui vient d’étre présentée dans le cadre linéaire, s’étend facilement
aux systémes non linéaires, si ces derniers se présentent sous la forme donnée par la
figure 9.9. Si les fonctions non linéaires N; peuvent étre transformées sous la forme

triangulaire
Tji = I
Tj = Ijs
Tjn = 0i(ZTjir -+ 1 Tia) +Uj

ou les commandes filtrées v; sont définies par
ve = wj(a:j,,---,xjn)uj Sl]= 1, 2,
i = ..
Yi(Tj, o ) Tj)Uj—2 sij=34
alors la procédure de design reste identique au cas linéaire pour le n — 1 premiéres
étapes, et seule la derniere differe. En effet, le méme développement donne pour la
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F1G. 9.9: Procédé non linéaire deux-par-deux

premiére commande intermédiaire
v =adn,, — 1Ty, Ti,) — L4, — €1, — k1,61,

Le contréleur multivariable (u,, u;) qui en résulte est donné par

— 2! _11la o _ L
u, = 1.&1(-‘61,,' .. ,snl.ll) = 7 [s Yr, + (.7"(3) S )(y"x yl) T4, (le
v2 17, n ’ ]

= == ri + f - r — - I n —
e lr/)2 (121 177 5".’1.'21) Y2 [8 y ( (S) s )(y 2 y2) 3 Yo

Erreur modifiée

Une modification de 'erreur, identique au cas linéaire, donne comme commande

intermédiaire v,
v =F(s)(yr, ~ 1 ~ x1) + Z1, — 1
que ’on peut réécrire sous la forme

vy = F(s) (yrx - le) -~ F(s) (Xl +:L‘41) + (iln - ‘Px)
= F(8)yr, — F(s)(x1 + 24,) + (s" = F(s))z1, — 01

— F(s)yn — covs — F(s) [xl - (- 1)z4,] + [s" - F(s) + go] I — o1
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Il suffit a présent de choisir, comme dans le cas linéaire,

X1 = |2 — 1|z,
F(s) '
S" 4+ 018"+ -+ oy

— I‘l

"+ On15"" 1+ -+ 015+ 0o

pour obtenir

= F(s)yr, — cotn + [Sn - F(s) + 90]1'11 —pi(zy,, -+, s"1y,)
n-1

= f(s)y'l = &l zgjsjzlx - (Pl(Ih, T snzll)
j=1

De la méme fagon, on obtient pour le deuxiéme sous-systéme

= f(s)y” — Ooy2 + [sn -F+ 90] T2, — ‘pl(IQU R Snr2l)
n—1

= F(8)yr, — 00¥2 — O _ 05572, — 2(22,, -+, 5"T2,)
i=1

Conditions de stabilité

Les équations du systéme en boucle fermée sont données par
Iy, = Yr, — f( ) [N4(N2 1(121))] =Yr — ]_-( )[N2 °N4(121)]
20, = s = 7 [N )| = v = 2 [N 0 NG,

A partir du théoréme du petit gain, on peut conclure qui si NT!, N;!, N3 et Ny sont

tous stables®, et vérifient

N;!o Ny(z) Lo Na(z) || < (l=l)®

alors tous les signaux a l'intérieur de la boucle sont bornés; ce qui implique la stablité.
Or, le polynéme F(s), qui fixe la dynamique en poursuite/régulation, est choisi tel que

Lo
F(s)

8Etant donné que F(s) est déja choisi hurwitzien.
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Cette propriété permet de réduire la condition de stabilité a

< li=lf? (9.35)

|[95°) t ete)]

Remarque 9.7 — Une condition suffisante, pour que cette condition soit vérifiée, est
que la non-linéarité NN, croit plus rapidement que N; et N, plus rapidement que Nj.
Dans de telles conditions, on a

|N7t o Na(z)|| < (]|
et
|N:! o Ny(z)|| < lI=l]

ce qui permet de satisfaire (9.35).

9.6 Conclusion

A partir de la méthode du backstepping, un seul contréleur multivariable, garantis-
sant les performances requises du systéme global, est congu. Par la suite, des condi-
tions sous lesquelles ce contrdleur centralisé peut étre fragmenté en un ensemble de
controleurs locaux, sans altérer la stabilité et les performances en boucle fermée, sont
dérivées. La modification des erreurs régulées dans la procédure du backstepping, via
I'introduction de termes supplémentaires appropriés, a rendu possible I'élimination des
composantes croisées de la loi de commande multivariable. Chacun des contréleurs lo-
caux obtenus dépend uniquement de I'information qui lui est localement disponible et
posséde son propre critére de performances. Sous certaines conditions, des versions non

linéaires et/ou adaptatives de la MEM peuvent étre obtenues.

Les versions de la MEM présentées dans ce chapitre ont été élaborées sous I'hy-
pothése de la disponibilité a la mesure du vecteur d’état du procédé. Cette hypothese,



207

quand elle est réalisable, peut se traduire par des coiits exorbitants, limitant 1’appli-
cation du controleur proposé. Pour palier a cette situation, des versions a retour de
sortie, qui réduisent le nombre des variables mesurées, sont présentées dans les cha-
pitres 10 et 11.



Chapitre 10

Design avec observateur

Dans ce chapitre une version a retour de sortie de la méthode de |'erreur modifiée est
présentée (Benaskeur & Desbiens 1999¢). Cette derniére combine la technique récursive
du backstepping avec observateur introduite dans le chapitre 3 avec la méthode de 1'er-

reur modifiée par retour d’état présentée dans le chapitre 9.

Afin d’étre en mesure d’estimer I'état du procédé, un observateur de Luenber-
ger (Luenberger 1964, 1971) est utilisé. Son équation est donnée par (les détails du

design sont volontairement omis)

T

Az + H[yl - CTa‘:] + Bv
= Aoi + Hy1 + Bv
ou le vecteur des gains
H=1[h, h, -+ h, hy hy -+ he]”

est choisi afin de rendre la matrice A, hurwitzienne. L’équation de I’erreur d’estimation

résultante est donnée par
£ = AE (10.1)

avec & = & — & est assuré de converger vers zé€ro.
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10.1 MEM avec observateur

La disponibilité d'une estimation de ’état du procédé permet, & présent, de com-
biner la MEM et la technique du backstepping avec observateur, afin d’obtenir un
contréleur décentralisé a retour de sortie. Etant donné que cette approche differe en
plusieurs points de celle basée sur la mesure des variables d’état, la procédure récursive

de design sera abordée avec plus de détails que dans le chapitre 9.

Etape 1 — La fonction de contréle de Lyapunov (fcl) suivante est considérée
V, = 22 + ~ 3T P2 10.2
u =g+ e P (10.2)

ou P est une matrice symétrique définie positive, solution de 1’équation de Lyapunov
PA+ AP =—-1

L'existence et la positivité de P sont garanties par la stabilité du systeme d’erreurs
(10.1). Pour obtenir une structure de commande décentralisée, ’erreur modifiée est

toujours définie par
&y =Y — Yr, + X1

Toutefois, a cause de la présence de ’observateur (et surtout des erreurs d’estimation),

un choix différent du terme x; s’'impose. Ce dernier doit cependant vérifier la condition
lim x; =
t— oo
afin d’assurer des erreurs nulles en régime permanent. La dérivée de la fcl (10.2) est
- . 1 . -
V), =€1,61, + m—tT [PAO + Agp] T
1

#T&

=€y, [.’L'h + T4, — €0 +X1] - ™

ou & = Yr,- Etant donné que T), + 4, n'est pas disponible pour la mesure, il ne
peut étre choisi comme commande virtuelle. L'idée du backstepping avec observateur
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consiste a le remplacer par son estimé, fourni par I’observateur. L’équation de la dérivée
est réécrite sous la forme

1T

m,

vll =€y [jlz +£4z + il: +542 - fo + Xl] - Tz
Il est & présent possible de choisir comme commande virtuelle
(1, + 24;)a £ an, + <1, = —kiey, + & — X1 + <1,

ou ;, est un terme d’amortissement non linéaire, dont la valeur reste 4 déterminer.

L’expression de la dérivée devient avec ce choix

. 1
2 - - ~T ~
Vi, = —kigf, + 1,9, + €1, [1:1, + :1:42] - —a'z
1
< —kie}, + 1,91, + e, |T1, + T4 I R N
— 1 134 1 2 2 2m1 12 42 2ml
m, I 2 ™m T4 2 1
— —klgz +£1,5, +m 52 - — &g, - =2 - — e, - 22 _ _iTj
h P =h 2 ! 1 2 ''m 2m,

S —k]_E%l <+ [Cll + mlsh]sh

Il suffit, a présent, de prendre
1, = —m &y,

pour assurer la négativité de la dérivée V,,. Ceci aura comme conséquence de garantir

la stabilité de la premiére équation d’erreur qui se réduit, alors, a
&, = —dlsll + I, + I4,
ou d, = k; + m,. La commande virtuelle résultante est donnée par

ay, +6, = —digy, + € — X1
(glo + glls)(yrl - Xl) = 01,1

avec

010 =d,
gll =
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Etape 2 — La deuxiéme variable d’erreur est définie par
€1, = L1, + £4, — (a1, +<1,)
et la nouvelle fonction de Lyapunov est une version augmentée de la précédente
1, 1

Vip =W, + 561, + m—z:i:T Pz

Sa dérivée est donnée par

. . . 1 __
v2 = vl + €1,61, — _‘CTJ:
ma

. 1 _p.

< —k[Efl +512(€1l +612) - —ITE
ma
ou
éra = F1y+ By = (61, +00) + (g ) [0 = (2, + 20
et
ap, +4¢, = (QIOS + 91132)(?}1-1 - Xl) - Qlo(ilg + .’i’h) + 910(2.312 + .‘1.242)
=&+ an(ilz +£4z)

La partie connue de ¢;, + ¢, est donnée par

&1 = (0105 + 01,5%) (Yr, — X1) — 010 (F1, + T4;)
La seconde commande virtuelle peut maintenant étre choisie comme

(£1, + £a3)d = a1, + §1, = —ko€1, — €1, — (R, + hyy) [yl - (21, + 541)] + &1 +<1,

Avec ce choix, la dérivée de la fcl devient

. 1 . - -
Vi, < —Ime::fl - szfg - 'm—z-'rrﬂ-‘ + <161, + [Qlo(zlz + 142)] €1,

1 oo o 1 [, .
< —klei - k2€f2 - 57;;: T+ 6,61, + [Qlo(l'xz +-7—'4:)] €1; — 2m, [Ifz + I3,

2
2 2
= _klell -— k251: <+ S1,€1, + m, [910512]

- 12 = 72
1 . my Ty, my I4,

< —klefl - kzegz + [CIg + m?Q%oelz] €1,
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ou, une fois encore, un choix approprié de I'amortissement non linéaire va permettre

de garantir la négativité de la dérivée. En effet, avec
_ 2
clﬂ - —ngloelz
la stabilité du systéme d’erreur résultant est assurée. Ce dernier est donné par

8.1, = —dlsl, + £, +.'21, +.'i’42

élz = —& — dZElz + Qio(jla +-’242)

dy = ko + ngi)
La commande virtuelle devient avec ce choix

a1, = —dze1, — €1, = (h1, + he,) [yl - (2 +i41)] +&

2 2
= [Z QI,,SJ] (yr, — x1) — zp%(ffl,- +I4,) + (P2, — 020)1
j=0 j=1
avec
02, = 1 + dagy,
02, = 01, + d20y,
02, = 01,

et

Py = —hlz e h‘h
P22, = d2 + Qlo

Etape : — La i"*™ fonction de Lyapunov est définie par



ou

e = Ty, + T4y — Y, + X1 sit=1,
1; — - - .
Ty + 24, — (ay,_, +1,_,) sinon

La "*™¢ commande virtuelle résultante est donnée

(ilﬁ-l + £4-+1 )d = a); + ¢,
1 1

213

= [Z Qi,Sj] (yr, — x1) — ZP.‘, [-’i'l, + 154,] +(pi, — o)y (10.3)
7=0

i=1

ou g;, et p;; sont calculés récursivement par

0i; = Qif(i-1); + 0(i-2); + Qi-1)_,)» j=0,---,7
Py, = dip(i—1); + Pi-2); + Pli-1),_,, + B + 7, j=1,---,1

avec
Oz, = 1
Oz, =Pz, =0 si z<y, <1 ou y<o0
et
Jda 2
d,' = k,‘ + m; [—'-"1"—-"'1’]
oy,

2
= k; + m; [P(;'-l), - Q(i—l)o]

(10.4)
(10.5)

(10.6)
(10.7)

(10.8)

(10.9)

k: et m; sont des paramétres de design positifs, qui fixent la dynamique en boucle

fermée désirée. Les termes 7; et §; sont donnés par

—(h1, + ha,) = 352 Pi-1)e (h1, + ha,), si j=1,
Tj = 4 O(i—1)0 — Pli=1)1» si j=2,
0 sinon
et
d; si j =i,
Bi=<(1 si j=i—1 & i#2,

0 sinon

(10.10)

(10.11)
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Démonstration

La i**™¢ commande virtuelle, telle qu’elle est donnée par la méthode du backstepping
avec observateur (Krsti¢ et al. 1995), s’écrit

), = -dieli — €1 — (hl.' + h4.‘) n - (jlx + -ih):l + ei-l
= dial.'_l - dl.(jli + "EQ()

- (ili—l + j‘h‘—l) ‘a2 — (hl.‘ + h’4;’) [yl - (ilx + i‘l)] + 5:‘—1

Avec la notation de I’équation (10.3), la partie connue de &;,_, se met sous la forme

i-1
§i-1= [Z Q(i—l),-sj+l] (yr, — x1)

=0
i-1

- Ep(i-l); [i:lj+l +£4j+l - (hl, + h4,)(i.11 + j:‘h)]

i=1
1—1

+ (Pa-1) — Qi-1)0)(£1, + £4,) — [ZP(.‘-—U, (hi, + h4,)] Y1
5=t

Remplacée dans I’expression de «;, donne

t—1
a,, = _di(-i'l-‘ + jd.’) - (ili—l +j4x-1) —d; zp(i—l)j (jll + j;“i)
i=l
i-1 i—2 _ i1 |
+ [Z 0i-1),8° Tt + Z Q(i-2); 8’ +d; Z 0(i~1), -5"] (Yr, — x1)
j=0 7=0 7=0
i-2 i-1
- Zp(i—z), (£1; + Z4,) + [Zp(i-x), (hy, + hsg;) + P, + h4.~] (Z1, + Z4,)
i=1 Jj=1
i-1
+ (Pe-1); — 0-10) (1 + 24) = D Py, (E1y0s + Fa0a) — [hl. + hy,
Jj=1

i~1
+ Zp(i—l),- (hy; + hs;) + di(0i-1)0 — P(i-1),) + (0(i—2)0 = P(i-2), )] Y

Jj=1

qui, une fois arrangée sous la forme (10.3), donne les équations (10.4) a (10.11).
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Commande finale

La derniere commande virtuelle est donnée par

n n
a, = [Z anjs‘j] (¥r, —x1) — ZPn,(il,- +24;) + (Pn, — €no )W
J=1

3=0

qui, en utilisant les équations du procédé, donne comme expression de v; + v4

n
N +v=a;, +6, + Z [alj:ElJ + 041541] (10.12)
i=1

Avec comme fonction de Lyapunov,
=<1 1
vl,, = E [5 Ei + ;] .‘ETPi]

i=1
la commande composée (10.12) garantit la convergence vers zéro de toutes les variables

d’erreur ¢;,. L’application de (10.12) aux équations du procédé donne

n
j:ln + iI4n =v;tuv— E (alj:zlj +a4,.1'4j)
j=1

n n
= F(s)(¥r, — x1) + (Pn, — Ono)n1 — Zplnj (‘ill‘ +j4;) - Z(alril: + a"Ji"J)
Jj=1 1=1

que l'on peut réécrire

T = F ), = x0) + 3 [, = a1,)31, + (oo, = s, )3, |

=1

n-1

J(S) = s" + an(j“)si + Ong

=1
f(S) = 2 gnjsj
=0

De la méme maniere, le second sous-systéeme donne

n

2 = ) s = X5) + B = tnaltn = 3 [, = 05,032, + (o, = 3,)25

=1
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et la deuxieme sortie vérifie
n
J(s)y2 = }.(3)(?]” - X2) + Z [(pnj — Gy )-'221' + (Pn,- — ag, )535]
=1

Remarque 10.1 (Stabilité) — Un choix adéquat de la matrice des gains H assure
la convergence vers zéro de toutes les erreurs d’estimation des variables d’état du
procédé I,;, Tz;, I3, et Z4,. En plus, le design récursif par Lyapunov garantit la sta-
bilité entrée/sortie du systéme en boucle fermée, en assurant la convergence des er-
reurs régulées €;, et £5,. Ces deux propriétés prouvent que la fonction J(s), qui est

indépendante des termes introduits x; et x2, est hurwitzienne.
O

Afin de permettre un retour aux commandes réelles (u; et u;), les variables in-
termédiaires vy, v, v3 et vy sont remplacées par leurs expressions respectives. Ceci

donne lieu au contrdleur multivariable

n
Bl(S)’U.l -+ B.;(S)u-z =, + S1n + Z [alji:lj +a4j:i‘4)]
i=1

n
B;(s)u; + By(s)u; = as, + S2, + Z [GQszi + a;)a‘:;%]
j=1
Jusqu'’ici les termes additionnels x,; et x2 n’ont eu aucun réle dans le design. A ce stade
de la procédure, il est possible de choisir leurs valeurs afin de briser la dépendance entre

u; et us.

10.2 Décentralisation

Afin de rendre possible la séparation des deux commandes, |'expression (10.12) est

réécrite sous la forme

n
v, = - +ap, +6, + E (alj:i';,. +04’-.’i‘4j)
Jj=1
n

n
= —vs + (Pn, — Ono)v1 + 204,-5—'4, + F(s)yr, — x1) - z [(Pn, - a;)Z1, + Pn, T4,
i=1 1=1
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Un choix intéressant de x; est mis en évidence, si 'expression de v est réécrite sous la

forme

n
v = F()yr, — ) (Pn; — a1,)E1, + (Pn, — Cno) i
5=1

n
+ h4n [yl - (5711 + i‘h)] - i‘n - f(s)Xl - an,--i'«i,- - pnlih
Jj=2

En effet, il suffit 2 présent de prendre
1 .. . =~
X1 = 76) he (21, + T4, — 1) — T4, — Z_;Pn,m,-
pour obtenir comme la commande filtrée

n
v = f(s)y"l + (P’ll - Qﬂo)yl - Z(pﬁj —ay; )jl,‘ - Pmi"h
j=1

Un traitement similaire appliqué au second sous-systéme donne, pour les vraies com-

mandes,
1 = . R
u; = m [f(s)yrx + (pru - Qnu)yl - Z(pn, - al,)xl, - pn1141] (10'13)
=
Jn
1 . N
Uz = B, (s) [f(s)yrz + (P, = Ono)y2 — Z(Pn, — ag;)Zz; — Pn;xsl] (10.14)
i=1

qui sont deux contréleurs scalaires complétement indépendants, oi chacun dépend

uniquement de l'information locale.

Conditions de stabilité

L’application de (10.13) et (10.14) aux équations du procédé donne comme équations,

en boucle fermée,
n n
i:ln = —Zaljxlj +f(3)yﬂ - Z(pnj - al,‘)il;‘ + (p"-x - an)yl —pnxj-‘ll
j=1 j=1

n n
- an,’:rl,‘ + -F(S)yrl - Z(pﬂj - alj)ilj + (pﬂx - Qno)yl -pﬂ1j4x
i=1

j=1
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que 'on peut mettre sous la forme
n
J(S)I]l = 'F(s)y"l - Z(pﬂj - al,’)a.:lj + (pﬁl - gﬂo)z“l Pn, Iy,
—

n
= f(S)yh = OnoT4, — Z(pn, - al,’ )ilj + p’lli‘“l

Si les termes d’erreur sont groupés ensemble, on obtient
n
z (10.15)

f(S) Quo 1 _
B O Ok m[”"*"* -2 —al,)zx,]

De la méme maniere,
f(S) Ono_ [ . ]
n n; 10.16
2 = Fyve T Fg Py E3, — Zj(p , = az,)E2, (10.16)
La combinaison de (10.15), (10.16) et des équations du procédé donne
_ _F (S) 0no F G4 =
[l g(s)]z“ = FE T G, e
_ F(s) gnofGa =
[l-g(s)]xz,—J() Yr, — —o— 77, r + =2
ou
_ Ok
9= 7(5°
et
- On, G -
[ 4(3)( P Z3, ~ Z(pn’ az, )Iz_,):|

[
Il

1 o~ -

T() [” T ,Z::(p I R (O YA

-1 R _ om Ga(8) (. o

2 = j(s) [pnxx.'h - ;(pﬂj - a2; )x2j J(S) Gl(S) ( Dn T4, jzzl(p"j 01_,- )xli)]

dépendent uniquement des erreurs d’estimation et convergent par conséquent vers zéro
Etant donné que [J(s) est hurwitzien, le théoréme du petit gain, donne comme condition

1

(U

de stabilité
[6(s)]|o <1

Comme en plus, J(s) a pour gain gy, il suffit de le choisir sans résonance pour réduire

la condition de stabilité précédente a

@)l <1
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Performances en poursuite

Afin d’étre en mesure de prouver que la vraie erreur de poursuite e; est nulle en
régime permanent, il suffit, comme dans le cas sans observateur, de montrer que le

choix de x; garantit

lim x; =0

t— 00

En effet, a partir de la définition de x;, on a

: 1 . - : - R
ARX = T FG A ["4~(% *E0 =)~ 2 - JZ_;pn,n,]
=0

ce qui montre que e,(0c0) est également nulle, puisque

lim e; = lim ¢;, — lim x;
t—=oc t— 00 t—00

— lim X1
t—oc

étant donnée que la convergence de €, est garantie par la fonction de Lyapunov.

10.3 Simulation

Les deux contrdleurs scalaires obtenus sont utilisés pour la commande décentralisée
du simulateur du banc de flottation présenté dans le chapitre 9. Les réponses aux deux
changements de consigne sont données par les figures 10.1 & 10.2. A cause de l'effet
filtre de I'observateur, les commandes (figures 10.2 a & b) sont plus douces, surtout en
régulation, que celles obtenues par le retour d’état complet (figures 9.2 a & b), pour

des performances comparables.

10.4 Conclusion

L’approche avec observateur a été élaborée dans le seul but d’éviter la mesure des
variables d’état du procédé. L’introduction de I'observateur dans la méthode de I’er-

reur modifiée s’est, cependant, traduite par une augmentation de la complexité de la
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procédure design. A cause la présence des erreurs d'estimation des variables d’état,
des preuves de stabilité plus élaborées sont devenues nécessaires. En plus, étant donné
que l'observateur est inévitablement multivariable, la décentralité n’est que partielle,

puisqu’elle ne concerne que I'aspect contréle.

Des nouvelles méthodes, qui offrent des compromis intéressants entre la complexité
du design et les exigences en termes de mesure, sont présentées dans le chapitre 11. Le
but ultime, des modifications apportées, demeure I’'obtention d’une loi de commande

décentralisée par retour de sortie.



Chapitre 11

Commande par retour de sortie

Ce chapitre apporte des réponses aux problemes que pose, pour la méthode de
I'erreur modifiée, la mesure des variables d’état du procédé. L’idée de base consiste a
réduire, aux seules sorties, le nombre des variables d’état nécessaires a I'implantation du
controleur obtenu. Cette réduction passe évidemment par I’élimination, de I’'équation
du controleur, des composantes qui dépendent des variables non disponibles. Toutefois,
comme il est montré dans la section 11.1, une telle élimination peut engendrer des
erreurs non nulles en régime permanent. Deux solutions sont alors proposées pour
surmonter cette limitation. La premiere, présentée dans la section 11.2, assure des
erreurs nulles au prix de mesures supplémentaires. Elle ne permet, par conséquent,
qu'un retour d’état partiel. Une solution plus intéréssante, au probléeme des erreurs
résiduelles, consiste a profiter des performances du backstepping avec action intégrale!.
Doter chaque contréleur local d’un intégrateur permet d’éliminer les erreurs en régime
permanent, en se contentant, comme mesures, uniquement des sorties. Cette solution

par retour de sortie sera abordée dans la section 11.3.

11.1 Modification directe

Afin d’étre en mesure de réduire le nombre des variables utilisées dans 1'expression

de vy, donnée par (9.16), les parties qui dépendent des états internes du procédé doivent

'Voir le chapitre 6 pour plus de détail sur backstepping avec action intégrale.
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étre éliminées. Pour ce faire, v, est réécrite sous la forme
v = [S + 201 ]31; + F(s)yr, —x1 —w1)

n-1 b
= F(s)yr, + [s" + z ay, s’ — F(s)|z1, — F(s)(x1 + 24,)

n-l

= F(s)y,, + [s +Za1,s’ f(s) zy,
=0

+ [sn + nial,-sj - .F(s)] Y — s +Za1 s - }‘(s)] — F(s)(x1 + z4,)
7=0

=0
ou encore
n-1 n—1
v = F(s)(yr, — 1) + [s" + Zaljs-’] v — F(s) [xl + f'zs) (s™ + Zal,sj)xq,:l
=0 =0

Le terme x; peut, maintenant, étre choisi tel que

1 . n—-1 )
X1 =~ F G [5 " ;“"y]"’“

_ s"+ay, sV eeta s +ay . (11.1)
I N T '

Ce choix permet de réduire la commande filtrée v, a

= F(e)um =) + 5"+ S a, o

7=0

Les deux contréleurs finals s’écrivent, dans ces conditions,

w = g [FOn —w) + (57 +Za1, o] (112
n—1
w2 = s [F O — v+ (5 + Lo Ju (113)

ou seules les variables de sortie y, et y, sont nécessaires a la réalisation des lois de
commande (11.2) et (11.3). L’application de ces derniéres au procédé donne, en boucle
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fermée,

n-1 ) n-1 _
sz, = f(s)(yrx -n)+ [sn + Zaljs"]yl - Zaljsth
j=0 j=0
n-1 )
=F(s)yr, —n1) + [S" + Zaq,sj] T4, +s"z),

Jj=0

et

n—~1 n-1
snIZL = f(s)(yrz - y2) + [sn + zazj -5"] Yo — az, 6‘1121

j=0 j=0
n-—1 )

= f(s)(yr; -y2) + [S" + Zazjs’] I3, + s":r:gl
=0

Apreés quelques simplifications, ces deux équations peuvent étre mises sous la forme

n-1

F($)ur, =) + [5" + a1, ] 20 = 0
=0
n—1

f(s)(yrz - yz) + I:S'l + Zagjsj] T3, = 0
1=0

Un développement, similaire a celui de la commande par retour d’état, donne comme

résultat final

Ga(s) 1 n o
- g(s)]x“ =0 - G F e ;a"y)]y"

s

avec

1 n-1 ) 1 n—1 )
G(s) = Qi(s) [1 -+ Zoa;jsJ)] [1 - 5 ?_;az,.s’)]
j= =

Une condition suffisante, pour la stabilité interne, est encore une fois donnée par le

théoréme du petit gain, i.e.

[MOINES!
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Remarque 11.1 (Comparaison) — Jusqu'ici, la commande par retour de sortie présente
de fortes similitudes avec celle par retour d’état, tout en présentant 1’avantage de ne
nécessiter que trées peu de variables & mesurer?. On peut s’interroger, pourquoi un tel
choix n’a été utilisé directement dans la solution présentée dans le chapitre 9. Afin
d’étre en mesure de répondre a cette question, les performances en régime permanent
des contrdleurs (11.2) et (11.3) sont examinées.

O

Performances

Pour le premier sous-systéme, l’erreur de poursuite est toujours donnée par

€L =y — yr;

= Elx == X1
qui, évidement, differe de I’erreur modifiée £,,, dont la procédure du backstepping assure
la régulation. Méme si la convergence vers zéro de cette derniere est garantie par la

fonction de Lyapunov, la vraie erreur de poursuite e; reste non nulle, 8 moins que x,
s’annule. Sous les conditions de stabilité précédemment données, le comportement en

régime permanent de e, serait

lim e = lim X1
t—0o0o

t—yo0

Simulation

Le résultats de ’application, au procédé de flottation, du contréleur & retour de sor-
tie obtenu sont donnés par les figures 11.1 (a) & (b) et 11.2 (a) & (b). On y remarque,

2Seules les variables de sorties sont mesurées
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effectivement, la présence d’'erreurs résiduelles en régime permanent. Le fait que ces
erreurs soient non nulles est principalement di a la présence du terme a;,z4,, dans
P'expression de la commande u;. Si la fonction de transfert G,(s) contient au moins
une intégration, i.e. a;, = 0, ou G4(s) contient au moins une dérivation, i.e. by, = 0, le
contréleur a retour de sortie (11.2) assurera une erreur de poursuite nulle3.

Afin d’éviter de telles conditions, jugées trop restrictives, sans perte de performance,
la méthode de design est encore une fois modifiée. L'amélioration apportée passe par
I’élimination des termes a;,z4, et ap,z3, des expressions des deux contrdleurs. Deux

solutions sont proposées dans ce qui suit.

La premiére (Benaskeur & Desbiens 19993) consiste a choisir de nouvelles valeurs
pour les termes x; et x2 qui vont, sous certaines conditions, rendre cette élimination
possible. Etant donné que certaines variables d’état restent indispensables a I'implan-
tation de la commande, on parle de commande par retour d’état partiel. La seconde
solution (Benaskeur & Desbiens 1999b) consiste a éliminer les termes indésirables d’une
manieére indirecte, via I'introduction d’actions intégrales dans les contréleurs scalaires
obtenus. L’avantage, avec cette derniére solution, réside dans le fait que la commande

obtenue est complétement a retour de sortie.

11.2 Commande par retour d’état partiel

Cette approche offre une solution intéressante qui garantit des erreurs de poursuite
nulles, tout en réduisant le nombre de variables d’état nécessaires a I'implantation des
controleurs. Cette amélioration est tout simplement rendue possible par un nouveau
choix (Benaskeur & Desbiens 1999a) des termes x; et x». Ces derniers deviennent plus
évidents, si les expressions des commandes filtrées v; et v, sont réarrangées. En effet,

3Les mémes commentaires s’appliquent a Gz(s), G3(s), ez,, az, et b,
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si I’expression (9.16) de v, est réécrite sous la forme

n-1

0= Flaun + [+ L as? = 5|, = F6)a + 24

7=0

n-1
= F(s)y,, + [s" + Zaljsj - .7-'(3)] x,
J=0

+ [s" + nz—laljs’ - f(s)]y, - [s" + nz-lal,.sj - f(s)]yl - F(s)(x1 + z4,)

i=1 j=1

= .F(S) [yfx - le + a1,T),
r n-1

g n—1
+ [s"® +Zal,,sj Y1 — [sn +Za1jsj —f(s)]m.;, — F(s)(x1 + z4,)

- ij= =1

= f(S)(y,-l - yl) + a,,1y,
1

- n—-1 - n—
+ [s" + _s_ ay,; s’ [y, — F(s) [xl + 1 (s"+Za1jsj)z4l]
L i=1 4 F(s) j=1

Il suffit & présent de choisir

_ 1
X1 = —f(s)

n-—1
[Sn + Z a; Sj]Iql
=t

pour obtenir la commande

U
4T BE)
= ——1——[.7'-(3)(yr - yl) + (Sn + nzlal.si)yl + a1,T ] (11.4)
BI(S) 1 p J o™i

Remarque 11.2 (Mesure) — En plus de la sortie y;, seule la variable d’état z,, est
requise pour l'implantation de ce contréleur. Cette mesure est le prix a payer pour
assurer une erreur de poursuite nulle. Il faut, cependant, noter que si G,(s) comporte
au moins une intégration, i.e. a;, = 0, cette mesure ne sera plus nécessaire, et la

commande se réduit a un retour de sortie.
a
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Un calcul identique donne, pour le second controleur

__v
“2= Ba(s)
n-1
Bl( ) [.F( $)(yra — ¥2) + (s + Zaz )yz +agazg,] (11.5)

=1

Conditions de stabilité

L’application du contréleur (11.4) au premier sous-systéme (9.2)~(9.5) donne comme

dynamique en boucle fermée

n-1

s"zTy, = f(s)(yrx -y)+ [s + Zal, ]yl + a1, T, — Zaljsjzll

i=1 j=0

= F(s)(yr, — [s + Zal ]3:4, + s"z,,

que l'on peut réécrire

n—1

F($)(ye, — 1) + [s +Za1, ]1'4,—0

Oou encore

n-1
1 )
Ty, =Yy, — [1 - 7o) (s"+ E al,.s’)]x‘;,

[t Eo| e

Pour le second sous-systéme, un développement similaire donne

1 n—1 )
T2, = Yy, — [1 - .F(S (Sn + Zagjs’)] I3,

= Yy, — [1 - 7 (s + Zag,.sJ)] gaisg -
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L’équation en boucle fermée de systéme global devient alors

_ Gi(s) 1,
[l - g(s)]x“ =¥ ) [1 oM ,.;a"’s])] Yra

[1-60]en =1 - 281 - 6+ San ]

ot, cette fois, G(s) est donné par

1 n-1 ) 1 n—-1 )
}_(s)(s +§a1,s’)] [l—f(s)(s +§a2,-6")}

Ceci meéne a la condition de stabilité

G(s) = Qi(s) [1 -

19()lo < 1

Performances

L’erreur de poursuite est toujours donnée par

el = y] - yn

=€L T X1
1 n-—1
= Ell + — [3" + ZaljsJ]z‘h
.F(S) =1
ce qui, sous les conditions de stabilité données, se traduit en régime permanent par

. ) 1 . n—1 .
i xi == i |5 (67 + X o))

=0

Ce résultat, intéressant, se constate sur les réponses données par les figures 11.3 (a)
& (b). Le nombre des variables mesurées peut, cependant, étre davantage réduit, pour
des performances comparables. Ceci passe par I'introduction d’actions intégrales dans

les expressions des controleurs locaux u; et us,.
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11.3 Design avec action intégrale

Bien que cette modification ait été introduite pour la premieére fois (Benaskeur &
Desbiens 199956) dans le but de palier aux limitations de la commande par retour de
sortie (erreur de poursuite non nulle), elle sera d’abord présentée dans le cadre général
de la commande par retour d’état. Par la suite les changements appropriés seront
apportés, afin de la ramener au cas, plus intéressant, de la commande par retour de

sortie avec action intégrale.

11.3.1 Commande par retour d’'état

L’idée principale de la méthode consiste a introduire, d’'une maniere virtuelle, des
intégrateurs dans les fonctions de transfert des branches directes G,(s) et Ga(s). Par
la suite, ces intégrateurs seront transférés dans les régulateurs, afin de garantir des
erreurs nulles en régime permanent. Pour rendre possible cette manipulation, une
représentation d’état quasi minimale (n+1 états) est utilisée pour chacune des fonctions

de transfert G;(s)

Tj, = ZTj,
Tj; = Ijs
xjﬂ = Ijn+l
Tjnp1 = ~QjoTjp — = * = Qjin—1Tjny; + Wy

ou les w; sont définies par

_ ) Bi(s)y; sij=1,2,
7 Bj(s)zl,-_g si ] = 3, 4

La suite du design est identique a ce qui a été présenté auparavant. Il faut toutefois
noter que, dans la procédure récursive, une étape supplémentaire sera nécessaire, a
cause de la représentation non minimale utilisée. Le design s’effectuera alors en n + 1
étapes, au lieu de n. La définition des erreurs modifiées, les fonctions Lyapunov ainsi
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que les commandes virtuelles restent inchangées. La seule différence réside la derniere

commande virtuelle, dont la valeur (a,,,,) est donnée par

QA4 = W1
n—1
= Z a; ‘SJ+1$11 - i‘ni»l + dln = €1, = kln+lelu+l
=0
n-1
= F(s)yr, + [3"“ + Zm,éjH - 7'-(3)] Ty, — F(s)(x1 + z4,)
i=0
n—1 n-1
+ [s"H + Zaljsf“ - f(s)] v — [s"”'l + Zaljsj'” - f(s)] Ui

=0 j=0
que l'on peut réécrire
Al = F(s)yr, +
n—1 n-1
n+l ] S n ]
[s +oy ZGL,S’H - j-‘(s)] 1 — F(s) [xl + 7o) (s" + jgoaljsJ)] (11.6)

7=0

ol cette fois le polynéme F(s) est d’ordre n + 1 et non pas n.

Décentralisation

Le choix, des termes x; et x2, qui permet de décentraliser la loi de commande est
tres similaire a celui obtenu en I’absence de I’action intégrale. La seule différence réside
dans I'ordre du filtre AM(s) utilisé. En effet, avec le choix

x1 = (M- 1) I4,

s"tL 4 g,s" + -1+ gy
TSl gsh - + 015 + 0o
la commande filtrée w, devient

T4,

n—1
Wi = Flo)ty =t + [+ 30y, HOIEN

=0

n - n
= QO(yl'x - yl) + (s'l*'l + Z gl'sij Yr, — Z(gt - al,‘-x)s‘xl]
- i=1 =1

et

~ n b n
wy = QO(yrz - y2) + sn+1 + z QiS'J Yra — Z(gi - 02._;)3'121
- =1

=1
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Conditions de stabilité

Une démarche identique a celle effectuée dans le cas sans intégrateur donne comme

équations en boucle fermée

[1 -~ Q(S)]znx =y, — g:—g;M (s) yr,
[1 - g(s)] I2; = Yry — 'CG';:—%M(S) Yr,

avec
G(s) = M*(s)Qi(s)
Or, M(s) est choisi de gain unitaire et sans résonance, i.e.
M)l =1
La condition de stabilité se réduit, avec ce choix, a

Qi) <2

La loi de commande décentralisée finale résultante est composée de deux contréleurs

scalaires
= —21
o sB(s)
1 n n—1 , ,
= n PR _ o ; " — 1
= Bl (S) [(S + 'z=; 0;s )yn §(9l+1 a[.)s I, + go__s ]
et
wy = — 22
* 7~ 5Ba(s)
1 n 5 Yra — Y2
—_ n i1 _ - _ ; ra
BZ(S) [(S + ; 0iS )yrz §(9'+1 02‘)5 T2, + 0o . ]

ou l'on remarque, comme prévu, la présence d’intégrateurs.
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Performances
Un calcul, similaire au cas sans actions intégrales (chapitre 9), permet d’obtenir
pour l'erreur de poursuite, en régime permanent,

Jim e; = lim (y, — yr,)

= lim x;
t—o0

=0

11.3.2 Version adaptative

Comme pour la version de base de la MEM, une version adaptative de la MEM avec
intégrateur peut étre obtenue en substituant les parametres inconnus par leurs estimés

respectifs. La commande intermédiaire w; s’écrit dans ce cas

n n-1
W) = —P00T4, + [S"+l + Z Q,'Si] (y,-l - Ih) + [3n+l <+ Z&lisi+l] I,

1=0 =0

qui, une fois remplacée dans les équations du procédé, donne

n n—1
" = —gozy, + [s"“” +> g,-s'] (Yr, — z1,) + [s"‘“ + Z&lis"*’l] Ty,

1=0 1=0

Cette équation peut se réécrire sous la forme

n n—1
0= I:Sn+l + Z Qisi:l (Yr, — 311) + [Zal.‘sﬂ-l] I1, — G0y,

1=0 =0
n n .
= [S"‘H + Z gis'] Yry — [sn-H + Z(Qi - &li-l)s' + 90] T1, — 00Ty,
=0 i=1
ou encore
— 4 U _;
Yos"tl 4 (g — @y, ,)S" + -+ (01— @y,)s+ 00 | F @

>
by
I
|
R
>
R
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et
_ % Yra
= sn+l + (Qn h &2';-1)3" + -+ (Ql - 020)8 + g -7: I31]
tnfip-a]
Les équations finales résultantes sont données par
- - = G
[1 - Qlflfz]zl; =F[n] - -7"1}'20: [r2] (11.7)
- - - G
[1 - Ql}-lj'-2] Ty, = Fa[rs] - -FFR =+ 6'3 [r1] (11.8)

Condition de stabilité

Les équations en boucle fermée (11.7)-(11.8) permettent de déduire la condition
de stabilité, en utilisant, comme dans le cas sans action intégrale (section 9.5.1), le

théoreme du petit gain. Ce dernier donne comme condition

1Q1(5)F1(s) F2(s) |

La suite des démonstrations est identique au cas sans action intégrale, présentée dans la
section 9.5.1, et ne sera pas donc repris ici. La seule différence réside dans la définition
des fonctions F(s), Fi(s) et F,(s), qui sont ici d’ordre n + 1.

Simulation

Les résultats de l'application de la commande adaptative décentralisée obtenu au
procédé (9.27) sont donnés par les figures 11.7 3 11.11. Contrairement a ce qui a été
constaté dans le cas monovariable (chapitre 6), I'introduction de I'action intégrale dans
le contexte décentralisé n’apporte aucune amélioration notable a la qualité de la conver-
gence de l’estimation. Elle permet cependant de I'éliminer les erreurs résiduelles (fi-
gure 9.4 (b)) dont souffrait la version sans action intégrale (section 9.5.1).
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11.3.3 Commande par retour de sortie

Afin d’étre en mesure de réduire la commande de la section précédente au cas d’une
commande par retour de sortie, I’expression de la derniére commande virtuelle o, _,
donnée par I'équation (11.6) est réécrite sous la forme

n—1

—_— § 1+1 . .
aln+l - aljsJ zll - x4n+1 + aln - eln - k1n+lEln+l
=0

n—-1

= F(s)yr, + [s"+l + Z a;, s’ — }']:rh — F(s)(x1 + z4,)
=0

n—1 n-1
+ [s"“ + z:aljsj+1 - f(S)]yl - [S"H + Zal,«ﬁ‘j“ - f(s)] Y
Jj=0

=0
n—-1 n-1

= F(s)yr, + [s"‘” + Zaljsi+l - .7-'(3)] v — F(s) [x; + -7'_‘((53) (s" + Zaljs’)]
j=0 7=0

Avec cette notation, le choix suivant de x,

n—1
s n ~
X1 = ~F0) [s + Zaljﬁ}z4x

j=0

s"tltay,_ s"+---+aps
= = T
st 4+ 0as" + - oo+ 015 + 0o

4,

s’impose. Ce choix réduit I’expression de w; a

n-—1
w = F ) — )+ 5[5+ oo

j=0

et de la méme maniere, le deuxiéme sous-systéme donne

n—1
wy = F(s)(yr, — ¥2) + S[S" + Zazjé‘j]yz

7=0

Une simple intégration de ces deux expressions, donne pour les commandes réelles

<
2= %(s) [7 f) (vrs — v2) + (s" + "Z-laz,sf) yz] (11.10)

7=0
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que 'on peut réécrire sous la forme

1 - n-1 i n—1 .
uy = _B_l. [goy_‘_sﬂ + (s" + Z gj+1s’)y,., + (s" + Z(al,- - 9j+1)5")y1
j=0

j=0
1 [ v, —w — ; =~ j

Remarque 11.3 (Erreurs) — La présence d’un intégrateur, dans chacun des deux
controleurs scalaires obtenus améliore le comportement en régime permanent de la
boucle de contréle. Comme conséquence directe de cette présence, les erreurs y,, — y;
et y,, — Y2 sont garanties de s’annuler.

a
Conditions de stabilité

L’application des lois de commande (11.9) et (11.10) aux équations du procédé,

donne comme dynamiques en boucle fermée (pour le premier sous-systéme)

stz = —201,5‘71’1, Fls )(yrx =) [s +Zal ]

( F(s) Z
= s"Ill (y,, - y;) + |s" + alj I.h
que I'on peut écrire sous la forme

f(s)(yrl -un)+ [S +Zal }1'41 =0

Le deuxieme sous-systéme, quant a lui, donne

}-(s) (yr; —v2) + [s +Za2 ]:1:31 =0

Ces deux équations ensemble aboutissent a

[0 0] R "z‘;‘al,sn] o

T >
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avec

n—~1

n-1
(6" + > aljsj)] [1 - (s jzzlazjsf)]

Encore une fois, la condition de stabilité est tirée du théoréme du petit gain

G(s) = Qi(s) [1 -

166l < 1

Performances

L’erreur de poursuite est toujours donnée par

el = yl - yr;
=€, — X1
n-1
S .
= 61l + f(s) [sﬂ -+ EanSJ] Iy,

j=0
Ce qui montre clairement que

lim € = — lim X1
t—ooc t— 00

=0

Ce résultat est confirmé par les simulations, dont les résultats sont donnés par les
figures 11.12 (3a) & (b) et 11.13 (a) & (b).

11.4 Conclusion

Le probleme de la mesure des variables d’état a été adressé, et différentes solutions
ont été proposées. Il a été montré que le passage direct, de la version par retour d’état
a une version par de retour de sortie, se traduit par des erreurs de poursuite et/ou
régulation non nulles en régime permanent. La MEM par retour d’état partiel offre un
bon compromis entre les performances en régime permanent et le nombre de variables
mesurées. Ces derniéres se limitent aux sorties du procédé dans le cas de la version avec
action intégrale. Cette modification (action intégrale) est introduite afin de garantir des

erreurs de poursuite nulles.
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Conclusion

Une structure de commande, basée sur des versions modifiées des fonctions de Lya-
punov, est proposée pour les procédés a deux entrées et deux sorties. Les termes croisés,
présents dans le contréleur multivariable obtenu par la méthode du backstepping, sont
éliminés par !'introduction de termes supplémentaires adéquats dans la fonction de
controle de Lyapunov associée. Ce subterfuge se traduit par une modification des erreurs
régulées par le backstepping, permettant 'obtention de contrdleurs scalaires totalement
indépendants. Si la norme £, du quotient d’interaction du procédé est inférieur a un,
cette élimination peut s’effectuer sans altérer la stabilité et les performances en pour-

suite du systeme en boucle fermée.

La mesure de plusieurs variables d’état du procédé reste toutefois nécessaire a
I'implémentation des contréleurs obtenus. C’est pourquoi, plusieurs modifications sont
apportées a la méthode originelle, dans le but de réduire le nombre des variables me-
surées. La premiere solution consiste a fusionner la version par retour d’état et la
technique du backstepping avec observateur, pour obtenir une structure a retour de
sortie décentralisée. Un nouveau choix des variables régulées assure la stabilité interne
du systeme en boucle fermée, avec des conditions similaires a celles obtenues par la
version par retour d’état. Cette méthode nécessite, cependant, une profonde modifi-
cation de la procédure récursive de design et des preuves de stabilité beaucoup plus
élaborées. L’approche par retour d’état partiel présente, pour cette raison, une solution

fort intéressante.

En effet, sans aucune modification dans la procédure de design, uniquement par un

choix différent des termes supplémentaires (i.e. erreurs régulées) et sous des conditions
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de stabilité similaires, cette solution permet une réduction considérable du nombre de
variables mesurées. Une version par retour de sortie de cette approche est également
proposée. Ceci est, encore une fois, rendu possible par un nouveau choix des erreurs
régulées. Toutefois, 2 moins d’imposer de séveres conditions structurelles au procédé, le
passage direct du retour d’état partiel au retour de sortie engendre des erreurs de pour-
suite non nulles en régime permanent. Ce handicap est éliminé par I'introduction d’une
action intégrale dans chacun des contréleurs scalaires résultants. La stratégie de com-
mande développée est appliquée, pour les versions par retour de sortie, au contréle d’'un
simulateur phénoménologique d’'un banc de flottation. Pour les versions nécessitants la
mesure des variables d’état, autres que les sorties, un modeéle deux par deux, obtenu

par identification du simulateur, est utilisé.

Dans le cas du retour d’état, la méthode de I'erreur modifiée, s’étend, sans majeure
difficulté, aux systémes non linéaires et/ou a parametres inconnus. L’extension, moins
directe, des versions par retour d’état partiel et retour de sortie est actuellement a

I'étude.
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Conclusion générale

Malgré les progres réalisés, la commande adaptative continue de souffrir du manque
de résultats, notamment en ce qui concerne les procédés industriels. Cette contre-
performance s’explique, surtout, par la faiblesse, en termes de stabilité, du principe de
I'équivalence certaine qui sépare le design du contréleur de celui de I'adaptation. Pour
contrer ces probléemes de stabilité, des méthodes issues de la commande non linéaire
sont utilisées. Celles-ci apportent une amélioration substantielle aux performances des
controleurs adaptatifs basés sur I’équivalence certaine. Pour les méthodes non linéaires,
la stabilité passe au premier plan pour devenir ’élément clé du design. La loi de com-
mande tient compte de la dynamique d’adaptation. Ces deux derniéres, ainsi que la
fonction de Lyapunov qui garantit la stabilité et les performances du systéme global,
sont congues simultanément, grice a la technique récursive du backstepping et ses va-

riantes.

Toutefois, malgré ses bonnes performances sur le plan théorique, le backstepping
souffre de certaines limitations qui freinent son application aux procédés réels. Partant
de ces constatations, et conscient de l'efficacité et de la souplesse de la méthode, on
s’est fixé comme objectif d’apporter certaines modifications au backstepping, afin de
le rendre exploitable dans la pratique, en particulier pour les procédés industriels. Les

principales réalisations, issues de ce projet de recherche, sont données dans ce qui suit.

Réalisations

— L’exploration d’un nouveau domaine de recherche trés actif, i.e. la commande adap-

tative non linéaire par la méthode du backstepping.
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— La conception d’un nouveau filtre pour améliorer le comportement de la variable
manipulée en milieux bruités. Le design de ce filtre, trés particulier, se base sur la

théorie de Lyapunov, garantissant ainsi la stabilité de la boucle.

— L’introduction de I'action intégrale dans les contréleurs générés par le backstepping.
Cette modification, tout en préservant la stabilité, élimine les erreurs résiduelles, en
présence de perturbations a moyenne non nulle. Pour les procédés linéaires, I’introduc-
tion de cette action intégrale a permis la conception d’une nouvelle classe de controleurs

adaptatifs robustes du type PID.

— L’extension, par l'utilisation du prédicteur de Smith, de I’applicabilité du backstep-

ping aux procédés avec retards et /ou déphasages non minimaux.

— Le développement d’une nouvelle méthode de design pour la commande décentralisé.
L’idée principale de cette méthode consiste a modifier, par l'introduction de termes
adéquats, les variables d’erreur régulées par la procédure du backstepping. Cela permet
d’obtenir différentes lois de commande dont la réalisation est compléetement décentralisée.
Suivant le choix des termes introduits, le design donne lieu a des commandes par re-
tour d’état, par retour de sortie (avec ou sans observateurs), ainsi que par retour d’état
partiel, ou seulement quelques variables sont nécessaires a I'implantation. La méthode

proposée est applicable aussi bien aux systémes linéaires que non linéaires.

Perspectives

Bien qu’elles répondent a de nombreux problémes, souvent d’une importance capi-
tale pour le controle industriel, les solutions proposées restent perfectibles et ouvrent
la voie & de nouveaux axes de recherche. Parmi les directions, jugées prometteuses et
qui pourraient améliorer les performances et la stabilité des boucles, on retient princi-

palement :

— L’assouplissement des conditions (suffisantes) de stabilité obtenues par la méthode

I"'erreur modifiée. Toutes ces conditions découlent du théoréme du petit gain. Or, ce
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dernier se contente de Pinformation contenue dans le module des fonctions de trans-
fert, et n’utilise guere la phase. Cela conduit, en toute évidence, a des conditions trop
restrictives. Remplacer le théoreme du petit gain par une approche qui exploiterait
I’'information de la phase, conduirait certainement a des conditions de stabilité beau-
coup plus souples. Cela aurait comme conséquence directe d’élargir I’applicabilité de

la méthode.

— La robustification, dans la version adaptative de la MEM, des lois de mise a jour
des paramétres. Cela passe par I'introduction de 'une (ou plusieurs) des modifications

présentées dans ’annexe A.

— L’évaluation des effets de la discrétisation. Le backstepping, donnant lieu & des lois
de commandes continues, son application aux procédés nécessite une discrétisation.
Contrairement aux méthodes ”classiques”, ou I'effet de la discrétisation est facilement
quantifié en terme de perte de phase, et éventuellement compensé, dans le backstepping
cette quantification et/ou compensation est loi d’étre évident. Cette difficulté s’explique
par la nature "retour d’'état continu” de la méthode du backstepping.

— Application de la méthode de I'’erreur modifiée a la commande décentralisée d'une
colonne de flottation. Les essais commenceront, dans un proche avenir, sur une colonne

pilote, considérée comme un procédé 2 x 2.

Il faut noter que certains de ces points sont, déja, en cours d’exploration, dans le

cadre de projets de maitrise.
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Annexe A

Commande adaptative robuste

L’idée de base des techniques de robustification, qui ont pour but de prévenir I’in-
stabilité, consiste a éliminer ’action intégrale pure des lois adaptation couramment uti-
lisées. Ce changement permet de garantir la bornétude de tous les signaux a lintérieur
de la boucle, en évitant que les parameétres du modéle (du procédé) prennent des va-
leurs extrémement élevées. On parle, dans ce cas, de dérive des parameétres (parameter
drift). Les techniques les plus rencontrées dans la littérature, pour modifier cet effet
intégrateur des lois, sont données dans ce qui suit. Ces méthodes seront illustrées sur

I’exemple simple d’une régression linéaire, donné par le systeme
y=0u+46

ol y et u sont respectivement la sortie et I’entrée du procédé, 4 et ¢ sont le parameétre
inconnu du modele du procédé et la perturbation affectant celui-ci. On utilise comme

loi d’adaptation (gradient sans modification)
6= TYu
y=y-— fu

o1 6 est I'estimé du paramétre 8 et ~ est le gain d’adaptation.
Remarque A.1 (Erreurs) — Par la suite, les modifications utilisées seront jugées en

fonction (entre autres) des erreurs de commande (poursuite et/ou régulation) et d’iden-
tification qu’elles engendrent. Il faut toutefois rappeler que la présence d’une erreur de
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commande résiduelle dépend du type de contréleur utilisé et de la présence des per-
turbations 4 moyenne non nulle, a la sortie et/ou entrée du procédé. Afin d’étre en
mesure de juger de la qualité des lois d’adaptation, une structure MRC est considérée.
Pour un procédé 4 parametres connus et en absence de perturbations, cette commande
garantit une erreur nulle en régime permanent. Ainsi, avec une commande MRAC, si
erreur il y a, celle-ci ne peut étre due qu’a la loi d’adaptation (toujours en absence de

perturbations).
a

Zone morte

Introduite pour la premiére fois par Egardt (1979), la zone morte constitue I'une des
premiéres modifications a étre proposées. L’idée consiste a arréter I’adaptation quand
la valeur absolue d’un certain signal d’erreur! est en deca d’un seuil go, préalablement

établi. La loi d’adaptation obtenue est donnée par
0 =75 +g)u

avec

0 st [y[>g
g =

-y st |yl < go
L’inconvénient majeur de cette méthode réside dans le fait que plusieurs termes qui
dépendent des parameétres inconnus du procédé, ainsi que des bornes sur les pertur-
bations, sont nécessaires a 'implantation de la zone morte. Des bornes trop séveres
réduisent la classe des procédés auxquels le contréleur est applicable, alors que des
bornes trop molles conduisent a des fortes erreurs de poursuite et d’identification. Ces

erreurs persistent, méme en 1’absence des perturbations.

Terme o fixe

Cette méthode a été proposée par loannou & Kokotovic (1983, 1984). Elle consiste a

introduire un terme —aof (avec oo > 0) dans la loi d’adaptation, afin de modifier I'ac-

1On choisit souvent ’erreur de poursuite.
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tion intégrale pure de celle-ci et éviter toute possibilité de divergence des parametres.

Avec cette modification, on obtient comme loi de mise a jour du parameétre
6= Yyu — 'yaoé

Il est clair qu’avec une telle loi, si 'entrée u est bornée, # ne peut diverger. Bien
qu’aucune connaissance a priori ne soit nécessaire, cette méthode présente le méme
inconvénient que la zone morte, 4 savoir des erreurs de poursuite et d’identification

non nulles, méme en I’absence des perturbations.

Projection des parameétres

C’est une méthode trés efficace (et largement utilisée) pour éviter le phénomene
du "drift” et permettre de garder le vecteur des parameétres a l'intérieur d'une certaine
bande définie au préalable. Elle a été introduite par Kreisselmeier & Narendra (1982),
afin de forcer les estimés a rester a l'intérieur d’un certain ensemble convexe, défini sur
I’espace des parametres, et qui contient les vraies valeurs de ceux-ci. La connaissance
d’une borne supérieure M sur la norme du vecteur des parameétres est utilisée dans la

loi d’adaptation, pour définir la contrainte
9(6) £ {6)16] - M, < 0}

avec M, choisi tel que My > |#|. Ceci donne comme loi modifiée

vju si |6] < M ou
si 8l=M;, e 6ju<o

Qe
il

0 si |fj=My, e fju>0

Terme ¢,

Narendra & Annaswamy (1986) le proposent pour pallier I'inconvénient majeur de la
méthode du terme o fixe, i.e. erreurs résiduelles non nulles en absence de perturbations.
Un terme —lel|soé est introduit dans la loi d’adaptation, ol €; = § et so > 0 est une

constante de design. La loi d’adaptation devient dans ce cas

6 = viju — v|e1|sob
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La logique derriére ce choix réside dans le fait que, étant donné que dans le cas idéal ¢,
est assuré de converger vers zéro (sous certaines conditions), le terme introduit s’annule
également en absence de perturbations (§ = 0). Dans ce cas, contrairement au terme
o, les propriétés idéales de la loi d’adaptation ne sont pas affectées par la présence du

terme €;.

Remarque A.2 (Limitations) — Les méthodes basées sur la zone morte, le terme o
fixe et le terme €; nécessitent, toutes, une certaine connaissance a priori, concernant
les perturbations. En plus, la robustesse des deux premieres est établie au prix de
possibles (grandes) erreurs de poursuite et d’identification, méme dans le cas idéal
(pas de perturbations externes). Dans une telle situation (cas idéal), la méthode du
"switching” o apporte une solution particuliérement intéressante, car elle garantit des
erreurs résiduelles (de poursuite et d’identification) nulles, avec moins d’information a

priori que celle exigée par le terme ¢;.

O

Switching o

Cette méthode est une sorte de combinaison de la projection et du terme o fixe,
auxquelles, elle apporte une amélioration substantielle. Etant donné que le role du
terme o est d’éviter le phénomene du "drift”, sa présence est sans intérét (voire méme
nuisible), tant que le vecteur conserve des valeurs finies. La connaissance d’une borne
supérieure My pour la norme du vecteur des parametres est, encore une fois, exploitée
par loannou & Tsakalis (1986b) pour n’activer ce terme que lorsque la norme du vecteur
estimé excede M,. La loi d’adaptation obtenue est identique a celle du terme o fixe,

-

6 = vyiju — vyo,0

sauf que cette fois o,, qui remplace og, est donné par

0 si 6 <M,

Q
I

oo si 6] > My
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Cette modification a 'avantage de garantir des erreurs nulles, si la perturbation
est supprimée. Dans le cas ou le vecteur des parametres excéde la borne My, I’adapta-
tion n'est pas complément inhibée, comme c’est le cas avec la projection, mais seul le

terme o,.

Remarque A.3 (Erreurs de modélisation) — Toutes les propriétés de stabilité et de
convergence des méthodes, présentées jusqu'’ici, ont été établies sous I’hypothése de la
bornétude des perturbations. En présence d’erreurs de modélisation (mauvaise struc-
ture), ces performances ne peuvent étre garanties. Ceci est dii au simple fait que les
dynamiques ignorées agissent sur la loi d’adaptation, certes comme une perturbation
externe, mais celle-ci ne peut, en aucun cas, étre considérée comme bornée. Ce qui, en
toute logique, pose des difficultés supplémentaires. Afin de surmonter cette limitation
et ramener le probleme des erreurs de modélisation a un probleme de perturbations

bornées?, on a introduit la notion de normalisation.

a

Normalisation

Un signal g > 0 bien choisi (souvent, dépendant de Pentrée) sert 4 normaliser les

différents signaux utilisés dans I’algorithme d’adaptation
w=1+m?

ou m; est une fonction choisie de fagon a avoir y/u et u/u € L. En fonction de
Pinformation dont on dispose au sujet des perturbations qui affectent le systéme, m,

eut étre généré soit d’'une maniere statique, soit par un systéme dynamique,
g

p:=1+m?

m, = —0gm, + u +y?
ou m,4(0) = 0 et o est une constante qui dépend du terme incertain. Cette modification

a pour effet de garantir que tous les signaux qui entrent la module d’adaptation, aussi
bien le régresseur que les perturbations, soient £,,. Une fois la normalisation effectuée,

2Pour lequel plusieurs solutions existent.
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on retombe dans le cas des perturbations bornées. Il suffit alors de choisir, parmi les

méthodes présentées précédemment, celle qui répond le mieux aux besoins du probleme.

Cette technique a été introduite et utilisée avec succés par Praly (1983, 1984), oi
la normalisation a été combinée avec la projection, pour établir la stabilité globale des
systemes discrets dont les parties modélisées peuvent avoir un degré relatif arbitraire
(mais connu), alors que les parties non modélisées doivent étre stables. La normalisation
a été également utilisée, conjointement avec la zone morte et la projection, par Kreissel-
meier & Anderson (1986), toujours pour des systémes discrets. loannou 1’a utilisée, avec
sa méthode du switching-o, dans une structure MRAC pour prouver la stabilité globale
des systémes continus dans (loannou 1984) et les systémes discrets dans (loannou &
Tsakalis 1986a).

Approche fréquencielle (PE)

Ces modifications ne représentent pas la seule méthode utilisée pour prouver (et
assurer) la stabilité des structures adaptatives. Des solutions, basées sur la richesse
fréquencielle du signal de référence (Persistent Excitation Condition), ont été proposées
(Anderson 1982, Astrom 1983). L’idée consiste i s’assurer que le signal d’entrée est
suffisamment riche (en fréquences) pour que le systéme en boucle fermée, sous I’'action
d’un régulateur adaptatif, conserve une stabilité locale. Les perturbations doivent étre
relativement faibles par rapport au signal d’excitation, afin d’éviter une instabilité. A
cause, vraisemblablement, de la difficulté a garantir cette condition, cette technique n'a
pas été exploitée dans la commande décentralisée, au méme titre que la robustification.
Les travaux dans cette direction ont toutefois le mérite d’avoir permis de comprendre les
phénomeénes d’instabilité dans les boucles de controle adaptatif, en présence d’erreurs

de modélisation et perturbations bornées.

Conclusion

Une loi adaptative robuste se construit d’'une maniére directe, en apportant deux
modifications essentielles aux lois d’identification classiques. La premiére de ces modi-

fications consiste & normaliser les signaux utilisés dans I’algorithme de mise a jour, ce
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qui a pour effet de borner (par le haut) toutes les variables entrant le module d'adap-
tation. Par la suite, on choisit parmi les méthodes disponibles, i.e. la zone morte, la
projection, le terme ¢, et les deux o (fixe ou variable), celle(s) qui correspond(ent) le

mieux a la situation.



Annexe B

Définitions

Définition B.1 (Normes) — Les différentes normes, définies sur un espace euclidien

a n dimensions, sont données par

1

4
||1‘||p=(111Ip+|$2|’+---+[1'n|’) , 1<p<oo
et

lzle = maz(lz)

Définition B.2 (Fonction définie en signe) — Soit V, une fonction définie dans un

domaine qui contient 1’origine.
® V est positive définie si V(0) =0 et V(z) > 0 pour tout z # 0.
® V est positive semi-définie si V(0) = 0 et V(z) > 0 pour tout z # 0.
® V est négative définie si —V est positive définie.

® V est négative semi-définie si —V est semi-positive définie.

Définition B.3 (Classe ) — Une fonction continue « : [0,a) — [0,00) appartient a
la classe K si elle est strictement croissante et £(0) = 0. Si en plus a = 0o et k(p) — oo

quand p — o0, on dit que x est de la classe K.
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Définition B.4 (Classe L) — Une fonction continue < : [0,a) x [0,00) — [0,00)
appartient a la classe KL, si pour chaque r fixe la fonction x(p,r) est de classe K
par rapport a p, et pour chaque p fixe x(p, r) est décroissante par rapport a r, avec

k(p,r}) — oo quand r — oo.

Définition B.5 (Difféomorphisme) — Un difféomorphisme est une transformation 7
différentiable (continue), dont I'inverse 7! est aussi différentiable (continue).
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